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摘  要 
 

本文分为两部分，第一部分是三角函数基函数法在不可压缩粘性流体中的应用与研究，

第二部分是肝门静脉高压症形成早期的血液动力学、血液流变学及病理学研究。 

这两个部分之间相互独立，其中第二部分的基本框架是在 2001 年由已逝的前任导师严

宗毅教授提出的，我们进行了动物实验，随后我在此基础上构建了具体的生物力学模型，不

幸的是，严宗毅教授于 2002 年 8 月去世，该课题只进行了动物实验而未能应用于人体便中

途夭折；2002 年 9 月份，系里安排吴望一教授作为我后继的指导教师，接下来的时间里，

我重点研究吴望一老师提出的基函数法在粘性不可压缩流动中的理论以及它在血液动力学

动脉瘤中的应用，这构成本文的第一部分，也是本文的主要部分。下面简单介绍一下这两部

分的内容： 

基函数法是吴望一教授首先提出的一种新型的计算方法，此方法直接在非结构网格中离

散微分算子。由于基函数法是在非结构网格上构造的，因而它能方便地处理复杂边界，保持

边界点和内点格式的一致，并能采用自适用技术改进计算的精度。在生成一维、二维或三维

非结构网格后，在网格单元上采用基函数法展开逼近真实函数，基函数可取任意正交完备函

数族。在林光[9]、谢文俊[11]、李俊修[12]等人的学位论文中提出了基函数法的基本理论并采用

多项式或三角函数作为基函数，数值地计算了无粘可压缩流动的一、二、三维多种典型算例，

并取得了精度和分辨率都十分满意的结果。 

本文试图在此基础上将基函数法拓宽到不可压缩粘性流动的数值模拟中去。我们采用

Chorin[13]提出的人工压缩性技术，构造出处理粘性不可压缩流动的新型数值方法——三角函

数基函数法。为此，我们首先在二维、三维问题中，分别采用面积坐标和体积坐标，成功构

造出三角函数类型一阶精度的基函数各阶导数的中心格式和迎风格式，然后引入人工压缩性

系数并采用通量分裂法及中心格式和迎风格式相结合的技术，构造出可数值求解不可压缩流

体二维、三维 N-S 方程的三角函数类型的基函数格式。为了验证此方法，我们首先数值地

计算了有限长度的二维渠道内的流动和有限长度的圆管内流动，采用我们的方法解出的速度

分布和压力分布除入口段和出口段外，与库塔流和泊肃叶流的结果十分吻合。在方法得到初

步验证后，本文采用三角函数基函数法及非结构网格生成技术，进一步数值地研究了二维、

三维情况下动脉瘤内的血液动力学问题，计算了定常情况下二、三维动脉瘤内的速度、压力

和剪切力分布并研究了动脉瘤的几何形状、雷诺数等参数对血液动力学的影响，二维的部分

结果可和文献[56]中的数值计算结果比较，符合程度令人满意。 

在这一部分工作中，本文主要的创造性成果有： 

1． 首次构造出数值求解不可压缩流体 N-S 方程的三角函数基函数格式。这是一种新型的计

算格式，具有精度好，计算量小，易于处理复杂边界，格式构造统一、规范等优点； 

2． 利用这一新型的计算格式计算了二维、三维动脉瘤内定常血液流动并研究了动脉瘤几何

形状、雷诺数等参数对速度、压力及瘤壁剪切力分布的影响。三维动脉瘤这一部分内容

未见国内外有同类报道，且对临床治疗有一定指导意义。 

 

在附录 I 的工作中，我们还采用三角函数基函数法、非结构网格生成技术及自适应技术
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研究了超音速三维球头绕流问题。三维非结构网格是采用文献[11]中提出的 Delaunay 方法和

前沿推进法相结合的方法生成的，结合了二者的优势——采用前沿推进法布点，然后用

Delaunay 三角化方法对结点进行连接。这个算例的数值结果是比较令人满意的，准确度和

精度都较文[11]中的好。应该指出，文[11]中采用多项式为基函数，只采用粗网格没有进行

自适应，而我们则采用三角函数为基函数，并采用了自适应技术。 

 

肝门静脉高压症（Portal hypertension，PHT）是世界范围内的一种常见病、多发病，严

重影响病人的生存质量。血液动力学及流变学研究对于揭示 PHT 的发病机理，探讨其并发

症出血的危险性，选择恰当的手术方式和手术时机以至检验药物的疗效等方面都有重要意

义。PHT 的主要发病原因是肝硬化。在第二部分中，我们首先制备出不同肝硬化程度的大

鼠四氯化碳肝硬化模型，然后测量了正常及肝硬化情况下门静脉系统主要血管的直径、长度、

血流量及压力等血液动力学参数，并且测量了全血粘度、红细胞压积、红细胞变形性、血浆

纤维蛋白原、血红蛋白、红细胞电泳率等常见的血液流变学参数，此外我们还进行了肝脏的

组织形态学观察。血液流变学实验和组织形态学观察还首次发现了下述现象：大鼠肝硬化所

导致的血液流变学指标异常，出现在形态学上呈现出典型的假小叶这一肝硬化病态特征之前

的 2~3 周，这个现象还未见国内外类似报道。利用所测得的全面的血液动力学数据，本文

创新性地建立了以流阻为基本元件的能同时模拟正常状态及肝硬化状态下大鼠肝门静脉系

统的整体模型，该模型可以求出其它无法直接测量的血液动力学参数，并对门静脉高压症的

发生做出合理解释。 

在这一部分中，作者的主要创新性贡献有： 

(1) 肝硬化时，血液流变学指标异常出现在形态学病态发生前 2~3 周，这一新发现对肝硬化

临床诊断和治疗有指导意义； 

(2) 本文测量了正常和肝硬化情况下较以往工作更为全面的血液动力学参数和血液流变学

参数，并在此基础上首次提出肝门静脉系统整体力学模型，能同时模拟正常状态和肝硬

化状态，此理论模型为研究肝门静脉高压症提供了一种新的途径。 

 

在严宗毅教授病情比较严重的 2002 年上半年，同属于生物力学组的谭文长副教授协助

严老师指导我的科研工作，完成了分数阶微积分的两个课题。在附录 II 中将经典的粘性牛

顿流体和二阶流体推广到带分数阶导数的广义二阶流体，建立了带分数阶导数的广义二阶流

体模型，分别研究了广义二阶流体涡流速度的衰减和温度扩散以及带有热边界的广义二阶流

体 Rayleigh-Stokes 问题，并得到上述两个问题速度场和温度场的精确解。这两个准确解是

作者在附录 II 中的主要贡献。 

 

关键词： 基函数法，非结构网格，动脉瘤，粘性不可压缩流动，无粘可压缩流动，人工

压缩性系数，门静脉高压症，血液动力学，血液流变学，病理学，动物实验，

分数阶微积分，广义二阶流体 
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Abstract 
This dissertation consists two parts: The first is The research and application of 

trigonometric function type basic function method in incompressible viscous flow, and the 

second is The research of hemodynamics, hemorheology and pathology at early stage of Portal 

hypertension. 

These two parts are independent with each other. The main idea of the second part was put 

forward by Professor Yan Zongyi, who was my pre-mentor. We did animal experiments and I 

constructed biomechanical model in details based on the experiments. Unfortunately, Dr. Yan 

passed away in Aug. 2002, and the project came to an untimely end when we just did animal test. 

In Sep. 2002, Professor Wu Wangyi became my present mentor. From then on, I emphatically 

researched the theory of Base Function method in viscous incompressible flow proposed by Dr. 

Wu, and discussed the application on the hemodynamic research of aneurysm, which is the first 

part and also the chief part of my thesis. The main content of the two parts are introduced as 

below: 

Basic Function method is an innovative numerical method proposed by Professor Wu Wangyi. 

This method can directly discrete differential operator on unstructured grids. Because the basic 

function method is forwarded on the unstructured grids, it can handle complex boundary, and 

apply self-adaptive remeshing technique to improve the precision of numerical results. Moreover, 

the scheme precision on the boundaries is the same as that inside by using this scheme. After the 

one-dimension, two-dimension or three-dimension unstructured grids are generated, the expansion 

of basic function is used to approach the exact function. Any orthogonal and complete family of 

functions can be used as basic function. In the diploma thesis of Lin Guang[9], Xie Wenjun[11], Li 

Junxiu[12],et.al, the basic theory of Basic Function method was put forward, many kinds of 

one-dimension, two-dimension and three-dimension inviscid compressible representative flow 

were calculated numerically, the high accuracy and resolution of which were quite satisfactory. 

Basic Function method is developed into incompressible viscous flow in this paper. By using 

artificial compressibility proposed by Chorin[13], an innovative numerical method—trigonometric 

function type basic function method is constructed to deal with incompressible viscous flow. First, 

area coordinate and volume coordinate are used in two- and three-dimension flow to construct 

central and upwind schemes of derivative of first order trigonometric function type basic function; 

then, artificial compressibility coefficient is introduced, and the technique of flux splitting method 

and the combination of central and upwind schemes are applied to construct the trigonometric 

function type basic function scheme for solving two- and three-dimension incompressible 
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Navier-Stokes equations. To prove the method, flows in two-dimension channel and 

three-dimension pipe are solved numerically, the velocity and pressure distribution of which 

calculated by our method are quite same with the exact solutions of Couette flow and Poiseuille 

flow except in the areas of entrance and exit. After the method is proved elementary, the 

hemodynamics in two- and three-dimension aneurysms are researched numerically by making use 

of the trigonometric function type basic function and unstructured grids generation technique. In 

steady flow, the distribution of velocity, pressure and shear force in the two- and three-dimension 

aneurysms are calculated, and the influence of the shape and Reynolds number of the aneurysms 

to the hemodynamics is studied. Some two-dimension results accord with the numerical results 

from Ref.[56] quite well. 

In the first part, the innovations include: 

(1) The trigonometric function type basic function scheme for solving incompressible 

Navier-Stokes equations is constructed for the first time, that is a kind of new numerical 

method with a lot of features, such as high precision, little computation load, easiness for 

handle complex boundary, unified and standard scheme, et.al. 

(2) Steady hemodynamics in two- and three-dimension aneurysms are calculated numerically 

with the new scheme, and the influence of the shape and Reynolds number of the aneurysms 

to the velocity, pressure and shear force is researched. The same kinds of study of the 

three-dimension aneurysms have not been found inside or outside of our country, and the 

results have instructive signification to clinic therapy. 

 

In Appendix I, the inviscid supersonic flow around a three-dimension sphere is also solved by 

using trigonometric function type basic function, unstructured grids generation technique and 

adaptive remeshing method. The three-dimension unstructured grids are generated by advancing 

front method and Delaunay triangulation mentioned in Ref.[11], which combine the advantage of 

the two methods --- using advancing front method to set points and Delaunay triangulation to link 

the points. The numerical results are comparatively satisfactory, whose accuracy and precision are 

better than that in Ref.[11]. It should be point out that polynomial was used as basic function and 

no adaptive remeshing method was used in Ref.[11], but trigonometric function is used as basic 

function and adaptive remeshing method was used in this paper. 

 

Portal hypertension (PHT), as a kind of diseases with a high incidence of occurrence all over 

the world, badly affects the patients’ health. The hemodynamic and hemorheologic research plays 

an important role in exploring the pathogenesis of PHT, assessing the risk of hemorrhage induced 
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by the complications, selecting the scheme and time of surgical operations as well as evaluating 

the curative effects of medication. Most of the PHT is caused by liver cirrhosis. In the second part, 

the carbon tetrachloride-induced hepatocirrhosis rats model is prepared at first. Then, many 

hemodynamic parameters of the main blood vessels in rats’ portal vein system, such as diameter, length, 

blood flux, blood pressure, are measured at both normal and hepatocirrhosic stage. Many hemorheologic 

parameters, such as blood viscosity, hemotocrit, RBC’s deformability, fibrinogen, hemoglobin and 

electrophoresis rate, are also measured, and the morphology of liver is studied. In our 

hepatocirrhosis models, the abnormity of the hemorheologic index is earlier 2~3 weeks than the 

form of pseudolobuli in morphology which is the morbidity character of hepatocirrhosis. By using 

the full–scale hemodynamic parameters measured, new global biomechanical models for both 

normal and hepatocirrhosic rats are established, which use flow resistance as basic component. 

This biomechanical model can solve other hemodynamic parameters that couldn’t be measured 

directly, and also can explain the occurrence of PHT reasonably.  

In the second part, the innovations include: 

(1) The abnormity of the hemorheologic index is earlier 2~3 weeks than the form of the morbidity 

character of hepatocirrhosis, that will have instructive signification to clinic diagnosis and 

therapy. 

(2) The hemodynamic and hemorheologic parameters in normal and hepatocirrhosic stage 

measured by us are more comprehensive than ever, and basing on the parameters, the global 

biomechanical models of liver portal vein system are established, which can simulate both 

normal and hepatocirrhosic state and provide a kind of new method to research PHT. 

 

In the first half year of 2002, Dr. Tan Wenchang helped Professor Yan Zongyi instruct me to 

research two subjects about fractional calculus. In Appendix II, the problems in the viscous 

Newtonian fluid and the second grade fluid are expanded to the generalized second grade fluid 

with fractional derivatives. The generalized second grade fluid model with fractional derivatives is 

founded to study separately the decay of vortex velocity and diffusion of temperature in a 

generalized second grade fluid and the Rayleigh-Stokes problem for a heated generalized second 

grade fluid, the exact solutions for velocity and temperature field of which are also successfully 

obtained. The exact solutions mentioned above are the main contributions of mine in Appendix II. 

Key Words    Basic Function Method, Aneurysm, Viscous Incompressible Flow, Inviscid 

Compressible Flow, Artificial Compressibility Coefficient, Portal 

Hypertension, Hemodynamics, Hemorheologics, Pathology, Animal Test, 

Fractional Calculus, Generalized Second Grade Fluid 
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第一部分  三角函数基函数法在 

不可压缩粘性流体中的应用与研究 

 

第一章  绪 论 

§ 1.1 基函数法的研究背景 

    电子计算机的出现和迅速发展大大改变了科学技术发展的进程。流体力学的

发展也因此出现了崭新的面貌，计算流体力学应运而生，新的计算方法层出不穷。

而随着近年来计算机处理能力的飞速增长，对复杂流场进行直接的数值模拟也已

逐步成为现实。与传统的实验方法相比，数值模拟更经济、迅速，而且数值模拟

可以随意选择雷诺数、马赫数等计算参数，因而具有更大的自由度和灵活性，得

到的结果也具有更大的信息量[1]。 

数值计算的过程总是把一个微分方程，连同其边界条件，设法离散成一个代

数方程组，用代数方程组的解来近似原微分方程的解。现有的数值方法主要分为

两类：一类是在结构网格上离散微分算子，例如差分方法、谱方法。另一类是在

非结构网格上离散积分算子，例如有限元法和有限体积法。它们各有特点，也各

有优缺点。 

从本世纪初，差分方法一直是计算流体动力学领域中的一种主要手段[2-5]，

它简单高效，适应面广，发展完善，有众多优点。但是不可否认，它也有一些不

尽人意之处。处理复杂边界需要采用坐标变换或分区处理的办法，比较麻烦，其

次，也不易采用网格自适应技术有效地提高计算结果的精度。边界上的格式精度

往往比内点的格式精度要低；对于多维问题，要通过算子分裂技术化为若干个一

维问题来解决，这样会引起一定的误差。 

有限元方法是五十年代 Turner 等人在分析飞机结构时首先使用的方法[6,7]，

后来的逐步发展，使得有限元法如同有限差分法那样，成为微分方程数值计算中

的一种重要数值计算方法。有限元法由于采用非结构网格，对复杂边界容易处理，

而且容易使用网格的自适应来提高精度，易编制比较通用的软件，并有比较成熟

的理论[8]。但是有限元法的计算量大，常需解较大的代数方程组，计算时间及内

存都较差分法高出很多；不能采用类似有限差分法中的维度分裂及交替方向等技

术；逻辑复杂，缺乏统一的构造格式的方法。 

为了丰富和发展现有的计算方法，2000 年，吴望一教授[9]发展了一种新型的
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数值计算方法——基函数法，并将之应用于计算可压缩无粘流动方面，取得了很

好的结果。 

 

§ 1.2 基函数法的基本原理 

基函数方法的基本原理是： 

在非结构网格中直接离散微分算子，生成网格后，在网格单元上采用基函数

展开逼近真实函数，总体基函数可以看作是由单元基函数组合而成的。基函数可

取任意正交完备函数族，常用的基函数是多项式和三角函数，也可以取切贝雪夫

多项式、勒让德多项式等作为基函数，从而构造出不同的基函数法。为了求节点

上的物理量，基函数法采用微分形式的控制方程，选用面积坐标或体积坐标处理

二、三维问题。 

文[9]，[11]在非结构三角元或四面体网格上成功地构造出各阶导数和各阶精

度的中心格式和迎风格式。运用基函数法数值求解无粘可压缩流动时，采用通量

分裂法及激波前后中心格式和迎风格式相结合的技术，以消除激波附近的非物理

波动，由此构造出了数值求解无粘可压缩流动的基函数格式。 

 

§ 1.3 基函数法的发展近况及其特点 

在林光的学位论文中[9]首次提出了基函数法的基本理论，并采用多项式作为

基函数，数值计算了多个二维无粘超音速和跨音速可压缩流动的典型算例；随后，

在谢文俊的学位论文中[11]将多项式基函数法推广到三维无粘可压缩流动，并重点

研究了三维非结构网格的生成及自适应技术，数值计算了包括简化航天飞机在内

的多种三维算例；李俊修在学位论文中[12]采用三角函数作为基函数，成功地建立

了无粘可压缩流动的三角函数基函数格式，计算了多个二维无粘可压缩流动的典

型算例。他们都取得了精度和分辨率十分满意的结果。 

基函数法成功地保存了有限差分法和有限元法的一些优点。首先，由于基函

数法和有限元法一样是在非结构网格上构造的，因此它能方便地处理复杂边界，

保持边界点和内点格式精度的一致，并便于采用自适应技术改进计算精度；其次，

基函数法和有限差分法一样直接离散微分算子，因而较直接离散积分算子的有限

元法显著节省了计算时间及内存。最后，基函数法格式构造统一，规范，便于编

制通用程序。 
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§ 1.4 本文的工作 

以往对基函数法的研究均限于高速无粘可压缩流动，本文首次将基函数法

应用到二维、三维粘性不可压缩流动的 N-S 方程中。 

虽然选用多项式或三角函数为基函数都能得到精度和分辨率很好的结果，

但是本文还是采用三角函数为基函数。这是因为三角函数基函数法在处理高阶

导数上的独特优势。例如考虑一阶三角函数，由于三角函数可以无限次求导且

保持同一精度，因此用它不但可以计算 N-S 方程的一阶对流项，而且可以计算

二阶粘性项，其精度均为一阶。而一阶多项式就不具备这方面的优点，用它只

能计算 N-S 方程一阶对流项，而计算二阶粘性项时，则因结果为零而失效，此

时必须求助于二阶以上的多项式。 

由于在不可压缩流动的 N-S 方程中压力和速度并不直接耦合，如何处理速

度和压力的关系以使得散度为零的连续方程得以满足便成为我们研究的一个

重点。为了使得压力、速度耦合，我们在 N-S 方程中引入了 Chorin[13]的人工压

缩性技术，且采用面积坐标和体积坐标处理二、三维问题，成功构造出一阶三

角函数基函数和各阶导数的中心格式和迎风格式，继而首次构造出可数值求解

不可压缩二维、三维 N-S 方程的三角函数基函数格式，格式中采用了通量分裂

法及中心格式和迎风格式相结合的技术。 

为了验证此方法的有效性，我们首先数值地计算了有限长度的二维渠道内

的流动和有限长度的圆管内流动，采用我们的方法解出的速度分布和压力分布

除入口段和出口段外，与库塔流和泊肃叶流的结果十分吻合。在方法得到初步

验证后，本文随后计算了定常情形下二维和三维动脉瘤的速度、压力及剪切力

分布，以及动脉瘤的几何形状、雷诺数等参数对血液动力学因素的影响。 

在计算过程中我们使用的是非结构网格，可以方便地处理复杂形状的三维

动脉瘤。这里的二维、三维非结构网格是由 Delaunay 方法和前沿推进法相结合

的方法生成的，方法保留了二者的优势——采用前沿推进法布点，然后用

Delaunay 三角化方法对结点进行连接。另外，为了提高网格质量，我们采用

Laplacian 光顺迭代技术。 
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第二章 基函数法在粘性不可压缩流动中的应用 

 

§ 2.1 引言 

粘性不可压缩流 N-S 方程的数值模拟有着广泛的需求，例如空气动力学中的

低速流，喷气推进的内流，生物流动分析如血管流等。当低速飞机作机动飞行时，

还需要有时间项的不可压缩 N-S 方程。 

    已经有不少求解不可压缩 N-S 方程的方法。由于在不可压缩中压力和速度并

不直接耦合，每一方法都集中在如何处理速度和压力的关系，使散度为零的连续

方程得以满足。目前的方法大致分为两类：一类是分离式求解速度和压力；另一

类是速度和压力同步求解。 

    所谓分离算法是先假定压力场或速度场，由散度方程来修正速度场或压力

场，每一物理时间步，要反复求解动量方程和 Poisson 方程，这是比较耗费计算

时间的。 

而同步推进法则是在时间推进时，压力和速度一起解出，随着时间推进逐步

满足散度条件，这一方法源于 60 年代 Chorin[13]提出的人工压缩性方法。人工压

缩性方法是指一个虚拟的压力对时间的导数被加到连续性方程中，这样可以不仅

可以使压力和速度直接在同一时间耦合，而且可应用可压缩流中的某些高精度的

迎风差分格式。最初应用人工压缩性方法限于定常问题[14,15]，目前已被推广到非

定常流动[16-18]。 

本章所采用的方法是同步推进法，为了使得压力、速度耦合，我们在 N-S 方

程中引入了人工压缩性项，构造出可数值求解不可压缩二维、三维 N-S 方程的三

角函数类型的基函数格式，同时采用了通量分裂法及中心格式和迎风格式相结合

的技术。 

本章的主要内容包括：三维非结构网格的生成、三角函数基函数法的构造、

流通量分裂法及基函数格式的表达，以及数值结果分析等。 

  

§ 2.2 非结构网格的生成 

近年来，随着计算流体力学的发展以及大容量计算机的出现，要求解决的问

题也越来越复杂，使得用结构网格来离散三维空间的工作量变得非常之大。因而

人们把目光集中在另一种网格——非结构网格上。 

非结构网格的生成方法有许多，如 Delaunay 方法、前沿推进法、规则划分

法[28]、凸域划分法[29]、修正四叉树八叉树法[30,31]等。目前最常用的生成方法有

两种：一是 Delaunay 三角化方法[32,33]，它是把空间预先分布的点按 Dirichlet 棋
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盘化原则连成四面体。其优点是生成效率高，生成过程稳定，生成的网格质量也

比较好。另一种是前沿推进法[34-40]，它是先生成表面网格，然后以此为初始的前

沿向区域内部推进，按背景网格提供的信息自动生成空间点，当前沿内的面为零

时，生成也就完成了。与 Delaunay 方法相比，它可以自己生成结点而不需要引

入，而且在网格尺度的分布控制上有其方便和优越之处。但是网格生成过程不稳

定，生成效率也很低，尤其是查找要花费大量的时间。 

从以上的分析可以看出，前沿推进法提供了一种很好的布点方式，而

Delaunay 方法则是一种很好的连接方法。基于这一特点，完全可以采用前沿推进

的方式布点，而用 Delaunay 三角化方法对结点进行连接，在国外有人在二维情

形下做过类似的工作[41]，而谢文俊则首次将此方法推广到三维[11]。 

本文在生成三维非结构网格时便采用了谢文俊提出的前沿推进法与

Delaunay 方法结合的办法，具体步骤如下： 

（1）将边界上给定的结点用 Delaunay 方法连接生成原始网格； 

（2）对原始网格进行整理，保证边界面的完整性，消除边界外的单元； 

（3）整理后的网格，边界面为初始前沿； 

（4）从前沿向区域内部推进布点，此时采取层推进方式，一次产生多个结点； 

（5）对上述结点进行判断，剔除不合理的点，并将剩下的点引入 Delaunay 结构

中，生成新的网格，前沿中原有的三角形面在推进后被包含它们的新单元的

新生成的面代替； 

（6）重复（4）、（5）直到前沿中不再包含任何面为止，则网格生成完毕。 

    下面本文将对以上各点进行详述。 

 

§ 2.2.1  Delaunay 三角化的基本原理及性质 

Delaunay 三角化方法是对给定点集的一种最优化的连接方式，其理论依据

是 Dirichlet 棋盘化原则：对于平面上给定的一组点{ }Pi ，可以将平面划分为一系

列区域，使得每个区域都包含点集{ }Pi 中的一个点，且该区域中的任一点与它所

包含的这点的距离比与{ }Pi 中其它点的距离近。这些区域都是凸多边形的，即所

谓 Voronoi 多边形（图 2-1）。容易看出，Voronoi 多边形的每一条边都是以它为

公共边的两个区域所对应的点的中垂线，这样的两个点称为一个点对，将所有这

样的点对相连，则整个平面就被三角化了。这就是 Delaunay 三角化的基本原理。 

由上面的原理可以推出，用 Delaunay 三角化法连成的单元有一个重要的性

质：每一个三角形单元的外接圆中都不包含其它的点，在三维情形下则是每个四

面体单元的外接球中都不包含其它点。这是 Delaunay 方法的算法基础。关于
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Delaunay 三角化网格生成过程有多种算法，目前大家公认比较好的方法是

Bowyer 算法[32]。 

 

§ 2.2.2 由边界点生成原始网格 

离散化的三维区域边界应是由一个个的三角形面组成的闭合曲面，边界点包

括物面点和远场点。 

按照 Bowyer 算法，在将边界点用 Delaunay 方法连接起来之前，必须首先给

定一个凸外壳包住整个计算区域，并用人工方式将该外壳分为几个四面体，作为

最初网格。 

对最初的凸外壳，我们选用长方体，并将之分为六个四面体单元。为与正式

结点的编号区别，我们对该凸壳的顶点编号采用负数（图 2-2）。 

 

 

   

 

 

 

 

 

图 2-2 凸壳结点编号 

图 2-1 Voronoi 多边形及 Delaunay 三角化单元 

图 2-3 四面体单元的结点局部编号 
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按照 Bowyer 算法，每插入一个点都要找出其外接球包含插入点的四面体。

因此对各单元的存储通过如下的数据结构来进行： 

{外心坐标,外接球半径，组成单元的四个结点，单元的四个相邻单元编号} 

对组成每个单元的四个结点，我们按照图 2-3 的顺序进行局部编号，按此顺

序当采用公式

444

333

222

111

1
1
1
1

6
1

zyx
zyx
zyx
zyx

V = 计算四面体体积时，得到的 V 值是正数，否

则得到的就是负体积值。这样，在引入边界点以前，最初的网格单元有六个(相

邻单元编号为 0 表示该方向无单元与其相邻)： 

表 2-1 最初网格单元的数据结构 

单元编号 外心及外接球半径 组成的点 相邻的单元 

1 (x,y,z), r -1,-2,-3,-5 3,0,0,0 

2 (x,y,z), r -7,-6,-5,-2 0,3,6,0 

3 (x,y,z), r -2,-3,-5,-7 0,2,5,1 

4 (x,y,z), r -6,-7,-8,-4 0,0,6,0 

5 (x,y,z), r -4,-3,-2,-7 3,6,0,0 

6 (x,y,z), r -4,-6,-7,-2 2,5,0,4 

 

人工给定最初网格后，下面的步骤就是插入边界结点生成原始网格。按照

Bowyer 算法，将点插入网格中的过程如下： 

1. 按随机找一个四面体单元，看它的外接球是否包含待插点，如果不包含，继

续搜寻，直到找到一个外接球包含该点的单元为止； 

2. 以找到的四面体为基点，搜寻其相邻的单元，判断它们的外接球是否也包含

待插点，如果不包含，则停止这个方向的搜索，转向另一个方向；如果包含，

则以此四面体为基点开始下一轮的搜寻，直到各方向都搜寻完为止； 

3. 搜寻到的这些四面体单元都将被打破，而留下一个由一系列三角形面组成的

空腔，即所谓 Delaunay 空腔； 

4. 把 Delaunay 空腔的每一个面都与待插点连接起来，生成新的四面体单元； 

5. 对新单元进行整理，加入到上述数据结构中，则该点插入完毕。 

重复以上步骤，将所有边界点都加入网格中后，接下来就要对该网格进行整

理。整理的过程包括保证物面的完整性以及消除边界外的四面体。整理的步骤是： 

1. 判断每一个边界面的三个点是否包含于网格的某一个单元中，如是则该表面

单元存在，否则就不存在； 
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2. 对不存在的边界单元在其中心处插入一个点加入网格中，同时该单元也进行

分裂； 

3. 重复上述步骤，直到所有的边界面都存在； 

4. 经过上述处理，每个边界面都应为两个单元所包含，很容易区分出这两个单

元谁在边界外，谁在区域内，我们将前者用 0 标记，将后者用 1 标记。将所

有这些单元都标记完毕后，通过这些单元向四周搜寻，凡是与标记为 0 的单

元相邻且不包含边界面的单元，都用 0 标记，而凡是与标记为 1 的单元相邻

且不包含边界面的单元，都用 1 标记，直到所有单元标记完毕，这样，我们

就将所有单元以边界面为界限，分为了两大类； 

5. 所有标记为 0 的单元都是在区域外的，将它们都从网格中删除，并重新整理

网格结构； 

6. 将第 2 步在物面上新插入的点剔除，将包含该点的单元重连，恢复物面。 

这样，就得到了由边界点组成的原始网格，且所有单元都在计算区域内部。

在下面的过程中，当引入内部结点时，如果某个包含边界面的单元要被删除，则

该边界面会自动作为 Delaunay 空腔的一个面，参与组成新的四面体单元，因而

边界的完整性不会被破坏了。 

 

§ 2.2.3 内部结点的生成及三角化 

2.2.3.1  三维背景网格 

由于本文对内部结点的生成，采用的是前沿推进法的方式，因而必须有背景

网格来提供空间的尺度分布信息。背景网格应覆盖整个计算区域。当生成初网格

时，我们可以选取一些有代表性的点，并定好各点上的尺度参数，然后将它们用

Delaunay 方法连接起来作为背景网格。当生成自适应网格时，则可以用初网格作

为背景网格。 

当背景网格生成好以后，对域内任一点的控制参数的获得是通过线性插值而

得到的，具体的作法是：1) 找出包含该点的背景网格单元，其标识是该点与所

找到的四面体的四个面所构成的体积值均为正或这四个四面体的体积的绝对值

之和不大于该背景网格四面体单元的体积；2) 对该点进行线性插值得到所需的

尺度参数,插值公式是 

( ) ABCDBDCPAACDPBADBPCABCPDP VVVVV ×+×+×+×= δδδδδ      (2.2.1) 

其中， Pδ 为插值点 P 的尺度参数， Aδ 、 Bδ 、 Cδ 、 Dδ 为背景网格单元的四

个顶点 A、B、C、D 上的尺度参数， ABCDV 为该背景网格单元体积， ABCPV 、 ADBPV 、

ACDPV 、 BDCPV 为 P 与该背景网格单元的四个面所构成的四面体体积。 

 

2.2.3.2 推进生成内部结点 
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    前沿中的每个面都可用于推进生成新结点、新单元，我们称之为“活跃的面”。 

从前沿中选择一个三角形面作为推进的基面，设为面 ABC(如图 2-4 所示)，

（在前沿推进法中，通常要选择最小的面，这样是为了使得前沿提前相遇的可能

性降到最小，以避免生成过多的畸形单元）。 

设点 O 是面 ABC 的外接圆圆心，r 是其外接圆半径，ON 是该面的指向前沿

所包围的区域内部的单位法向向量，用背景网格插值，可以得到点 O 上的尺度

参数 ( )Oδ ，从 O 点作有向线段OP ，使其长度 h 满足： 
 

            

( )
( ) ( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
<<
<<

=
Orr

rOrO
rOr

h
δ

δδ
δ

33
3

0

，当

，当

，当

 

之所以对 h 作出这样的限制，是为了避免单元过

于畸形。 

按照传统的前沿推进法，由面 ABC 推进生成

新结点 P 的同时，点 P 将直接与面 ABC 的三个顶

点连接而形成一个新的四面体单元 PABC，当然，

对于这个新结点和新单元，还要进行可行性判断，如果新单元和前沿相交或者该

单元中包含前沿点，又或点 P 与前沿点距离太近，那么点 P 就不能参与构成新

单元，而应用相应的前沿点来代替它构成新单元。对于三维问题而言，这些工作

的计算量非常大。而且，由于前沿包围的空间是一个尚未被离散化的空腔，这也

给判断前沿是否相遇，以及判断网格是否生成完毕增加了困难。 

    本文由于只是采用前沿推进的方式来生成结点，不是采用传统的前沿推进法

连接结点的方式来生成新单元，而是随后将新结点用 Delaunay 方法连入网格中，

因此处理方式比之原始的前沿推进法更加灵活。在由前沿向前推进时，不必选取

前沿中最小的面作为起始面来推进，而是可以同时从前沿中的每一个面向前推进

生成新的结点，一次推进一层，既提高了效率，又避免了对前沿中的面按大小进

行排序。当然，为了保证网格的质量，对新生成的结点还要进行一些处理：如图

2-4，从面 ABC 推进生成点 P 后，通过背景网格插值，可求得该点上的尺度 Pδ ，

以 P 为圆心，0.5 Pδ 为半径作球，查找是否有结点位于该球内，若有，则不要点

P，若无，则再对四面体 PABC 进行判断，查找是否有结点位于其外接球内，如

果有，则也不要点 P，否则点 P 将作为新的结点引入到外接球中。如果点 P 在边

界附近，还要判断它是否与某个边界相距过小，如果小于 0.5 Pδ ，则 P 也不能加

入网格。由于前面在由边界结点生成初始网格时，采用 Delaunay 方式进行连接，

因而整个计算区域的空间都被四面体充满了，这样，再按照本文前面的数据结构，

进行这些查找和判断的工作量并不大。 

   

图 2-4 
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2.2.3.3 内部结点的三角化及前沿的更替 

当从前沿推进一次，生成一批新的结点后，就要将它们用 Delaunay 方式加

入到三角化网格结构中，形成新的结构。内部结点的插入过程与前面所讲边界点

插入网格中的过程一样，这里就不再论述了。 

当新的结构形成后，前沿也要进行更替了。由于我们在推进时，一次向前推

进一层，前沿中的每个活跃的面都参与了本次的推进，因此这些面都应作为不活

跃的面从前沿中去掉，这些不活跃的面以后不能再次纳入前沿中。新的前沿将由

包含不活跃的面的新单元的新生成的面来组成。 

前沿不断更替，不断的生成新的结点插入网格中，直到前沿中不再有活跃的

面为止，则推进完毕。 

 

2.2.3.4 网格的光滑处理 

按照上面这种层推进，对于网格尺度变化剧烈的区域，难免会有一些因尺度

过渡不够光滑而导致的畸形单元，对于这些地方还要做一些特殊处理。本文对于

这些地方的畸形单元，采取在其外心处加入新的结点插入网格中的方法来使得网

格的尺度过渡光滑化。 

 

§ 2.2.4 二维三角形非结构网格的生成 

 对于二维情况下的三角形非结构网格，可以类似三维生成。同样用前沿推

进法布点，然后用 Delaunay 三角化方法对结点进行连接。 

在生成非结构网格时，首先将边界点用 Delaunay 方法连接生成原始网格，

然后将边界作为最初的前沿，按照背景网格的信息从前沿向内部推进产生新的结

点，新的结点再用 Delaunay 方式引入网格中，再将前沿中原有边用包含它们的

新单元的新生成的边代替，继续推进产生新的结点，生成新的网格结构。由于对

新生成的结点不是采用传统的前沿推进法的直接连接方式连入网格中，而是用

Delaunay 方法连入网格结构中，因而在推进时，可以一次推进一层产生一组新的

结点。这样不仅能按给定尺度分布生成元素过渡光滑的网格，而且网格的生成过

程稳定，生成效率高，生成速度快。为了提高网格质量，同样采用 Laplacian 光

顺迭代技术。 

 

§ 2.3 三角函数基函数的构造 

如前所述，本文只限于采用三角函数这一正交完备函数族作为基函数，并重

点研究一阶精度的三角函数型基函数格式，这是因为和高阶精度相比，一阶精度

基函数格式的公式最简单，涉及的单元节点个数最少，因此所需的计算时间和内
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存也最少。至于结果精度和分辨率则完全可以通过自适应技术和加密网格的方法

加以解决。在计算机的内存及运算速度飞速提高的今天，这是很容易做到的。基

于这样的认识，我们认为最值得推荐和研究的是一阶精度的基函数格式。 

下面我们先来考虑较为复杂的三维问题的四面体单元。 

§ 2.3.1 真实函数的逼近 

对三维问题，我们将计算区域剖分为四面体单元，在每个单元中，采用基函

数 ),,()( zyxn
iφ 展开逼近真实函数 f(x, y, z) 

∑
=

=
m

i

n
iiii

n zyxzyxfzyxf
1

)()( ),,(),,(),,( φ                       (2.3.1) 

式中 ),,()( zyxf n 是真实函数的 n 阶近似。特别地， ),,()( zyxf n 在各节点上精确等

于真实函数值 f(x,y,z)。 

    基函数 ),,()( zyxn
iφ 可以取任意正交完备函数族，最常用的基函数是多项式

[9-11]和三角函数[12]，也可以用切贝谢夫多项式，勒让德多项式等作为基函数。当

n 取不同正整数时，可得不同阶次的逼近函数，m 是单元中的点数，对于三维问

题的四面体单元，m=4。 

 

§ 2.3.2 非结构网格上导数的中心格式和迎风格式 

下面我们来构造非结构网格节点上函数的导数值，只限于研究基函数是三角

函数的情形，在三维问题中，为研究方便，我们使用无量纲体积坐标。 

2.3.2.1 体积坐标的引入 

如图 2-5 所示四面体单元，对于其中任一点 P，定义其体积坐标 
)4,3,2,1( == iVVL ii  

其中 iV 为点 P 与除顶点 i 外的另外三个顶点所构成的四面体体积，V 为整个单元

的体积。 
    显然，四个体积坐标 4321 ,,, LLLL 之间有 

14321 =+++ LLLL  

即四个体积坐标中，只有三个是独立的。 
    体积坐标 iL 与直角坐标之间的关系为 

zdycxbaL iiiii +++=                   (2.3.2) 
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图 2-5  四面体单元体积坐标示意图

 

其中 

lll

kkk

jjj

i

zyx
zyx
zyx

V
a

6
1

= ，

ll

kk

jj

i

zy
zy
zy

V
b

1
1
1

6
1

−=  

ll

kk

jj

i

zx
zx
zx

V
c

1
1
1

6
1

= ，

ll

kk

jj

i

yx
yx
yx

V
d

1
1
1

6
1

−=             (2.3.3) 
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式中                   

lll

kkk

jjj

iii

zyx
zyx
zyx
zyx

V

1
1
1
1

6
1

=                       (2.3.4) 

有了这些准备，下面我们来着手进行基函数的构造。 

2.3.2.2  一阶基函数及其导数的构造 

 一阶情况下，(2.3.1)式可写为： 

∑
=

=
4

1

)1()1( ),,(),,(),,(
i

iiii zyxzyxfzyxf φ                 (2.3.5) 

),,()1( zyxiφ 是一阶三角函数类型的基函数，它在体积坐标下的表达式可类似

二维给出[12]： 

)]
2

cos()
2

sin(1[
2
1),,()1(

iii LLzyx ππφ −+=          (i=1,2,3,4)      (2.3.6) 

(2.3.5)式的一阶导数为： 

∑
= ∂

∂
=

∂
∂ 4

1

)1()1(

),,(
i

i
iii x

zyxf
x

f φ
 

∑
= ∂

∂
=

∂
∂ 4

1

)1()1(

),,(
i

i
iii y

zyxf
y

f φ
                                   (2.3.7) 

∑
= ∂

∂
=

∂
∂ 4

1

)1()1(

),,(
i

i
iii z

zyxf
z

f φ
 

其中： 
x
L

LL
x

i
ii

i

∂
∂

+=
∂

∂
)]

2
sin()

2
[cos(

4

)1( πππφ
 

y
L

LL
y

i
ii

i

∂
∂

+=
∂

∂
)]

2
sin()

2
[cos(

4

)1( πππφ
                          (2.3.8) 

z
L

LL
z

i
ii

i

∂
∂

+=
∂

∂
)]

2
sin()

2
[cos(

4

)1( πππφ
 

根据方程(2.3.2), 我们有： i
i b

x
L

=
∂
∂

, i
i c

y
L

=
∂
∂

, i
i d

z
L

=
∂
∂

，故有： 

∑
=

+=
∂
∂ 4

1

)1(

)]
2

sin()
2

)[cos(,,(
4 i

iiiiii bLLzyxf
x

f πππ  

∑
=

+=
∂
∂ 4

1

)1(

)]
2

sin()
2

)[cos(,,(
4 i

iiiiii cLLzyxf
y

f πππ                 (2.3.9) 

∑
=

+=
∂
∂ 4

1

)1(

)]
2

sin()
2

)[cos(,,(
4 i

iiiiii dLLzyxf
z

f πππ  

同理，我们可以构造出(2.3.5)式的二阶导数为： 
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∑
=

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ 4

1

2
2)1(

2

)1(2

)]
2

sin()
2

)[cos(,,(
8

)(
i

iiiiii bLLzyxf
x

f
xx

f πππ  

∑
=

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ 4

1

2
2)1(

2

)1(2

)]
2

sin()
2

)[cos(,,(
8

)(
i

iiiiii cLLzyxf
y

f
yy

f πππ    (2.3.10) 

∑
=

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂

∂ 4

1

2
2)1(

2

)1(2

)]
2

sin()
2

)[cos(,,(
8

)(
i

iiiiii dLLzyxf
z

f
zz

f πππ  

注意以上求导均在一个四面体单元中进行。 

 

2.3.2.3  一阶中心格式的构造（1C） 

设点 n 周围有 N 个单元，则在该点有 N 个不同的导数值 

),,2,1( Ni
x

f ie

n
m

m

⋅⋅⋅=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

(m 为正整数，本文中取 1 和 2)。 ie 表示点 n 周围第 i 个单

元。下标 n 表示点 n 上的值。我们采用加权平均法求 n 点上的函数值 
ie

n
m

m

x
f
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

。

由于面积越小，
ie

n
m

m

x
f
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

的值越接近精确值，故权因子取
ieA/1 是合适的。 

于是导数的中心格式是 

i

i

i

e

n

m
j

mN

i e
N

i e

C

n

m
j

m

x
f

A
A

x
f

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂ ∑

∑ =

=

1

1

1
1

1
                       (2.3.11) 

2.3.2.4  一阶迎风格式构造（1U+和 1U-） 

在差分方法中，用迎风格式计算导数时，节点上的新值仅与其逆风方向的节

点值有关。在基函数法中，由于节点上的值总是与周围的所有节点值相关，因此

如何构造非结构网格上的迎风格式需要特殊研究。 

为了在非结构网格上构造导数的迎风格式，我们提出三角元迎风面积的概

念。从物理上容易理解只有迎风面积这部分才对该点迎风导数值起作用。 

以图 2-6 所示的二维区域为例，假设点周围有 4 个单元 )4,,1( ⋅⋅⋅=iei 。若 x 轴

正向为迎风方向。通过该点作 x 轴的垂线，将周围每个单元分成迎风面积（阴影

部分）和背风面积两部分。 

我们引入迎风系数 ie
nα 。如图 2-6 所示，对点 1，单元 ie 对它的迎风系数 ie

1α 应

为 ie 在阴影区域中的面积 xei
A 与 ie 的总面积

ieA 的比值，即
ii

i
exe

e AA=1α ，如 2
1
eα 和
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图 2-6 非结构网格迎风区域 

4
1
eα 分别为 0 和 1。在三维网格中，迎风系数应为体积比。我们在计算迎风导数

仅采用阴影区域来计算。这样，一阶导数的迎风格式为： 

i

i

i

i

i

e

n

m
j

mN

i e

e
n

N

i e

e
n

U

n

m
j

m
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x
f
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⎦
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⎢
⎢
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∂
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⎢
⎢
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⎡

∂
∂ ∑

∑ =

=

+

1

1

1 α
α

                     (2.3.12a) 

如果我们取背风面积来计算，便得到了一阶导数的负迎风格式： 

i

i

i

i

i

e

n

m
j

mN

i e

e
n

N

i e

e
n

U

n

m
j

m

x
f

A
A

x
f

⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂−

−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂ ∑

∑ =

=

−

1

1

1
1

1 α
α

                     (2.3.12b) 

同时，上述两种格式还可以作为一种单侧导数的算法。 

容易看出， ie
1α 取为 1 时，迎风格式(2.3.12a)转变为中心格式(2.3.11)，而 ie

1α

取为 0 时，负迎风格式(2.3.12b)则转变为中心格式。 

 

2.3.2.5 三维非结构网格上导数的中心格式和迎风格式 

按照上面的模式，我们可以构造出三维非结构网格上的各阶导数的一阶中心

格式和迎风格式。 

一阶中心格式 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===

=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂ ∑

∑ =

=

zxyxxx
j

x
f

A
A

x
f

i

i

i

e

n

N

i
m

j

m

e
N

i e

C

n

m
j

m

3111

)1(

1

1

,,
3,2,11

1
1

         (2.3.13) 

(m 为正整数，本文取 1 或 2，下同)。 
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一阶迎风格式 
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3,2,11 α

α
        (2.3.14a) 

一阶负迎风格式 
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1
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α

   (2.3.14b) 

 

§ 2.3.3 二维三角函数基函数的构造 

对二维问题，我们将计算区域剖分为三角形单元，在每个单元中，采用基函

数 ),()( yxn
iφ 展开逼近真实函数 f(x, y)： 

∑
=

=
m

i

n
iii

n yxyxfyxf
1

)()( ),(),(),( φ                        (2.3.15) 

式中 ),()( yxf n 是真实函数的 n 阶近似。特别地， ),()( yxf n 在各节点上精确等于

真实函数值 f(x,y)。当 n 取不同正整数时，可得不同阶次的逼近函数，m 是单元

中的点数，对于二维问题，m=3。 

在二维问题中，我们采用面积坐标。在图 2-7 中所示的三角形单元中，可以

定义三角形中任意一点 P 的面积坐标为： 
)3,2,1( == iAAiiξ  

iξ 称为面积坐标。式中 A 是三角形单元的面积，A1，A2，A3 分别是 P 点和三角

形三个顶点连线将三角形划分成的三个小三角形的面积。由于 A1+ A2+ A3=A，因

此三个面积坐标 1ξ ， 2ξ ， 3ξ 有下列关系： 

1321 =++ ξξξ  

由此可见，在三个面积坐标中，只有两个是独立的。 
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面积坐标 iξ 与直角坐标之间的关系为 

ycxba iiii ++=ξ                                       (2.3.16) 

其中 

)(1),(1),(1
jkjkjijkkji xx

D
cyy

D
byxyx

D
a −=−=−=      (2.3.17) 

式中           A
yx
yx
yx

D 2
1
1
1

33

22

11

==                               (2.3.18) 

有了这些准备，下面我们来着手进行一阶三角函数基函数的构造。 

一阶情况下，(2.3.15)式可写为： 

∑
=

=
3

1

)1()1( ),(),(),(
i

iii yxyxfyxf φ                              (2.3.19) 

),()1( yxiφ 是一阶三角函数类型的基函数，它在面积坐标下的表达式为[12]： 

)]
2

cos()
2

sin(1[
2
1),()1(

iii yx ξπξπφ −+=          (i=1,2,3)        (2.3.20) 

可推导出(2.3.19)式的一阶导数和二阶导数为： 

∑
=

+=
∂
∂ 3

1

)1(

)]
2

sin()
2

)[cos(,(
4 i

iiiii byxf
x

f ξπξππ    

                                 2(0,1,0) 

 

 

 

 

1ξ =0                           3ξ =0 

                           A1           A3 

                                      P 

 

 

                                   A2 

                             

     3(0,0,1)                      2ξ =0                          1(1,0,0) 

图 2-7 三角形单元的面积坐标示意图 
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∑
=

+=
∂
∂ 3

1

)1(

)]
2

sin()
2

)[cos(,(
4 i

iiiii cyxf
y

f ξπξππ                  (2.3.21) 

∑
=

−=
∂
∂ 3

1

2
2

2

)1(2

)]
2

sin()
2

)[cos(,(
8 i

iiiii byxf
x
f ξπξππ  

∑
=

−=
∂
∂ 3

1

2
2

2

)1(2

)]
2

sin()
2

)[cos(,(
8 i

iiiii cyxf
y
f ξπξππ               (2.3.22) 

注意以上求导均在一个三角形单元中进行。 
 

我们便可以同理构造出二维非结构网格上的各阶导数的一阶中心格式和迎

风格式。 

一阶中心格式 
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⎥
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            (2.3.23) 

(m 为正整数，本文取 1 或 2，下同)。 

一阶迎风格式 
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          (2.3.24a) 

一阶负迎风格式 
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     (2.3.24b) 

 

§ 2.4 三维不可压缩流体 N-S 方程基函数格式的构建 
§ 2.4.1 控制方程 

三维粘性不可压缩流体的 N-S 方程组： 

vpFvv
t
v
v

rrrr
r

r

2)(

0

∇+∇−=∇•+
∂
∂

=•∇

μρρ
                           (2.4.1) 

其中 μρ，  分别为流体的密度和粘性系数, vr是三维速度向量, p为压力, F
r
为体

力向量，在本文中忽略。 
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    对方程(2.4.1)用无穷远处物理量 ∞∞ U,ρ 及物理的特征长度 L 无量纲化： 

∞∞∞

∞∞∞

∞

===

==

====

UwwUvvUuu

Upp

LtUtLzzLyyLxx

///

)/(/

/,/,//

***

2**

****

，，

，，

，，

ρρρρ                      (2.4.2) 

可压缩与不可压缩流动之间有一个基本的差别，即连续性方程中不含压力，

因此，在方程中压力和速度并不直接耦合。为了解决此问题，这里我们采用人工

压缩性方法，该方法将虚拟时间导数加到连续性方程中，这样方程组变成双曲型，

就可以在时间推进的过程对压力和速度同步求解。 

采用人工压缩性方法，且无量纲化，方程(2.4.1)可写为（为书写简便，将无

量纲变量的“*”都去掉）： 

vpvv
t
v

vp

rrr
r

r

2

Re
1

01

∇+−∇=∇•+
∂
∂

=•∇+
∂
∂
τβ                                     (2.4.3) 

式中τ 是虚拟时间，t 是真实时间， β 为人工压缩性系数，根据以往的经验，不

同的流动状态β 取不同的值。关于β的取值，在文献[16]中有比较详尽的报道。

根据文献[16]的分析研究，β越小误差越大，而β越大收敛性越差，通常取β在

1到 10 之间。本文大部分计算β的取值都在 1到 10 之间。 

     

§ 2.4.2 流通量分裂法及基函数格式的表达 

我们将粘性不可压缩流动的 N-S 方程改写为双曲型方程后，便可以用流通量

分裂技术来处理方程组(2.4.3)。根据方程的特点，对其中的惯性项采用一阶迎风

格式，粘性项则采用中心格式，构造出混合格式的基函数形式。 

2.4.2.1  流通量的分裂 

首先，我们对 N-S 方程（2.4.3）采用流通量分裂技术。将连续方程和动量方

程写为统一的三维人工压缩守恒型 N-S 方程，即是[18]： 

0
)()()(
=

∂
−∂

+
∂
−∂

+
∂
−∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
GG

y
FF

x
EEQ

t
QI m

ννν

τ
               (2.4.4) 

非定常情况下， )1,1,1,0(diagI m = ；定常情况下 Im=0 。 
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  (2.4.5) 

其中  
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⎟
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∂
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)()()( ννν ,                       (2.4.6) 

(2.4.4)式可化为：   
t
QIRQ

m ∂
∂

−−=
∂
∂
τ

.                               (2.4.7) 

本文中仅讨论定常情形，(2.4.7)式可简化为： 
RQ ⋅Δ−=Δ τ                                            (2.4.8) 

将(2.4.6)式改写为 

    zzyyxx HHH
z
QC

y
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x
QAR −−−
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∂
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∂

=                     (2.4.9) 

其中：  
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令 R=R1+R2, 其中 R1 为惯性项，R2 为粘性项，即： 

zzyyxx HHHR
z
QC

y
QB

x
QAR −−−=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= 2,1 ,                (2.4.11) 

我们用一阶迎风格式处理 R1，用一阶中心格式处理 R2。 
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1．R1 的处理 
对于(2.4.11)式中的 A，必存在一非奇异矩阵 xR ，使得 

−Λ= xxx RRA ，其中 ),,,( 4321
xxxxx diag λλλλ=Λ 为 A 的特征矩阵，并且求得特征

值： 

βλβλλλ +−=++=== 242321 ,, uuuuu xxxx          (2.4.12) 

按正、负特征值，可以将 xΛ 分裂 
−+ Λ+Λ=Λ xxx                                   (2.4.13) 

     2)(,),( 41 lllx diag λλλλλ ±=…=Λ ±±±± ，  

       
−±± Λ= xxx RRA ， −+ += AAA                      (2.4.14) 

令 β+= 2uCx ，则： 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
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在(2.4.17)中， )4,3,2,1(, =+= −+ iiii λλλ ， 

1

4

3

2

1

000
000
000
000

−

+

+

+

+

+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= xx RRA

λ
λ

λ
λ

， 1

4

3

2

1

000
000
000
000

−

−

−

−

−

−

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= xx RRA

λ
λ

λ
λ

  (2.4.18) 

同理，B 可以写为：
−Λ= yyy RRB ， 

其中 ),,,( 4321
yyyyy diag λλλλ=Λ 为 B 的特征矩阵，并且求得特征值： 

βλβλλλ +−=++=== 242321 ,, vvvvv yyyy         (2.4.19) 

令 β+= 2vC y ，可求得： 
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在(2.4.20)中， )4,3,2,1(, =+= −+ iiii λλλ ， 
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  (2.4.21) 

 

将 C 写为：
−Λ= zzz RRC ， 

其中 ),,,( 4321
zzzzz diag λλλλ=Λ 为 C 的特征矩阵，并且求得特征值： 

βωωλβωωλωλλ +−=++=== 242321 ,, zzzz         (2.4.22) 

令 βω += 2
zC ，可求得： 
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在(2.4.23)中， )4,3,2,1(, =+= −+ iiii λλλ ， 
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则 R1 可写为： 
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=+= −−−+++−+   (2.4.25) 

对 R1+和 R1-分别采取迎风格式和负迎风格式，即(2.3.14a)和(2.3.14b)式(m=1)。 

 

2．R2 的处理 

对粘性项 R2 采用一阶中心格式，即(2.3.13)式(m=2)。 
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2.4.2.2 不可压缩流体 N-S 方程基函数格式的表达 

  通过上面的分析，我们可以给出三维不可压缩流体 N-S 方程一阶基函数格式的

表达式（显式）如下： 
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式中 
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(2.4.26)式就是具有一阶精度的，处理不可压缩粘性流动一阶三角函数型的基函

数格式。 

 

§ 2.4.3 边界条件和初始条件 

2.4.3.1 边界条件 

本文的算例中，流场所涉及的边界主要为物面固壁边界和远场边界。在计算

中，首先将边界点与流场的内点一起推进一步，然后在用边界条件加以修正。这

种处理会使边界点上的物理量相对滞后，但不会影响计算收敛以后得到的解。 

1．固壁边界 

对于粘性不可压缩流体，在壁面上应该满足粘附条件，即 

u = v = w = 0                                             (2.4.28) 

2．远场边界（以圆管为例） 
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外部边界包括入流面和出流面，对于定常情形，出口和入口的条件都比较容

易给出。 

   入口条件： 
p=P0, 0Uu =  v=0, w=0                              (2.4.29a) 

P0 和 U0 均为常数，分别为入口的压力和平均速度值。 

出口条件： 

    p=0, 0,0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

x
w

x
v

x
u                             (2.4.29b) 

2.4.3.2  初始条件 

本文涉及的几个算例都是定常的。我们采取虚拟时间推进的方法进行迭代，

此时无论给出何种初值，只要不影响计算的收敛，当时间趋于无穷时，都能得到

唯一的定常解。为获得定常解，本文采用均匀来流作为初始条件，设来流沿 x 正

方向，则初始条件为： 

        00 Ppp t == ∞=  

00 Uuu t == ∞=  

00 == ∞= vv t  

        00 == ∞= ww t                                      (2.4.30) 

对于非定常问题，应视不同问题给出不同的初始条件。 

 

§ 2.4.4 不可压缩流体 N-S 方程的基函数格式计算流程 

1．网格生成：详见§ 2.2。 

2．数值计算 

（1） 已知 ntt = 时刻的结果 nQ （n=0 时即为初值），求 ttt n Δ+= 时刻的 Q

值：  QQQ nn Δ+=+1 ； 

（2） 对每点根据 nQ 计算分裂通量 +A ， −A ， +B ， −B ， +C 和 −C ； 

（3） 对每点根据 nQ 计算一阶精度的 Q 的一阶导数值
x
Q
∂
∂

，
y
Q
∂
∂

和
z
Q
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，及

H 的二阶导数值 2
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， 2

2

y
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和 2
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z
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； 

（4） 对于惯性项中的一阶导数
x
Q
∂
∂

，
y
Q
∂
∂

和
z
Q
∂
∂

，对每个节点在各个不同的
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单元内根据迎风面积和背风面积进行加权平均，利用(2.4.27a)和

(2.4.27b)式分别求出该节点在各方向上的唯一的迎风格式的导数值

+

∂
∂ U

x
Q 1)( ， +

∂
∂ U

y
Q 1)( ， +

∂
∂ U

z
Q 1)( 和负迎风格式的导数值 −

∂
∂ U

x
Q 1)( ， −

∂
∂ U

y
Q 1)( ，

−

∂
∂ U

z
Q 1)( ； 

（5） 对于粘性项中的二阶导数 2

2

x
H

∂
∂

， 2

2

y
H

∂
∂

和 2

2

z
H

∂
∂

，利用(2.4.27c)可求出

每个节点的唯一的中心格式的导数值； 

（6） 将上述导数值及通量带入（2.4.26），求出 Q 的增量，并由此算出新的

Q 值； 

（7） 这样一直迭代下去，直到数值解达到要求的精度为止。 

 

§ 2.5 二维不可压缩流体 N-S 方程基函数格式的构建 
    二维粘性不可压缩流体的 N-S 方程组经无量纲及引入人工压缩性项后，与三

维情况下的(2.4.3)式形式相同： 
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只不过这里 vr是二维速度向量。 

改写为统一的二维人工压缩守恒型 N-S 方程： 
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非定常： )1,1,0(diagI m = ，定常：Im=0，t: 物理时间，τ ：虚拟时间。 
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下面只讨论定常显式：Im=0。 

令  
y

FF
x

EE
R

∂
−∂

+
∂
−∂

=
)()( νν ，则 RQ ⋅Δ−=Δ τ 。 

R 可写为： yx FE
y
QB

x
QAR )()( νν −−

∂
∂

+
∂
∂

= ，                          (2.5.3) 
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其中：
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特征分裂： ,−+ += AAA   −+ += BBB  ， 
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     ————————  ———————  ————— 

     迎风格式（+）     迎风格式（-）    中心格式 

 

−Λ= xxx RRA ，其中 ),,( 321
xxxx diag λλλ=Λ 为 A 的特征矩阵，并且求得特征值： 

βλβλλ +−=++== 23221 ,, uuuuu xxx                  (2.5.6) 

令 β+= 2uCx ，则： 
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(2.5.9) 

下面来求 B： 

−Λ= yyy RRB ，其中 ),,( 321
yyyy diag λλλ=Λ 为 B 的特征矩阵，并且求得特征值： 

βλβλλ +−=++== 23221 ,, vvvvv yyy               (2.5.10) 

令 β+= 2vC y ，可求得： 
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二维不可压缩流体 N-S 方程一阶基函数格式的表达式（显式）如下： 
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式中 
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(2.5.12)式就是具有一阶精度的，处理不可压缩粘性流动一阶三角函数型的基函

数格式。 

 

§ 2.6 数值结果及分析 

为了验证三角函数基函数法在二维及三维粘性不可压缩流动中的有效性，本

文选择以下两个算例：有限长两平行平板组成的二维渠道和有限长圆管，考虑渠

道和圆管内粘性不可压缩流动的定常流动。流体取为血液（牛顿流体）。设 L 是

平板长度或圆管长度，R 为两平板间间距的一半或圆管半径。取 R=0.002m， 

L=40R，取雷诺数 Re=400，根据雷诺数定义
ν

RU 0Re = ，血液的 126105.3 −− ⋅×= smν ,

算出平均速度 1
0 7.0 −⋅= smU 。 

我们采用三角函数基函数格式（2.5.12 和 2.4.26 式）数值地计算此二算例。

虽然圆管内流动是轴对称的，但为了检验三维基函数格式，仍采用三维方程。 

边界条件取：壁面上 u = v = 0（三维加 w = 0） 
            入口处 p=P0, 0Uu =  v=0 （三维加 w=0） 

            出口处 p=0, 0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

x
v

x
u

 （三维加 0=
∂
∂

x
w

） 

其中 P0=1.176kPa（二维），P0=3.136kPa（三维）。 

    因为我们取 L/R=40，所以这是一个细长的二维渠道和圆管。除了入口附近

很小区域内流场的速度剖面呈现出由均匀分布向抛物分布过渡的入口流特征，渠

道内或圆管内绝大多数区域中的流动将非常接近经典的库塔流或泊肃叶流。根据

这样的分析，我们可以通过比较中心处和其附近的速度剖面是否和库塔流或泊肃

叶流的抛物分布符合以及入口附近流动是否呈现入口流特征来判断三角函数基

函数在计算粘性不可压缩流动中的可行性。 

1． 二维渠道内流动 

坐标轴选取及计算网格如图 2-6-1，以两平板的中点为原点，x 轴平行

于两平板方向，y 轴垂直于平板。图 2-6-2 为两平板间等压线分布图，图 2-6-3

是使用基函数法数值计算出的 y=0 处的压力沿 x 轴变化曲线与库塔流结果

的比较，图 2-6-4~2-6-8 是入口段速度分布——分别为距入口 0.1R、0.5R、

R、2R 和 4R 处的速度剖面，图 2-6-9 为 x=0 处计算所得的速度剖面与库塔

流精确解的比较，图 2-6-10 为 x=0、x=-5R 及 x=5R 处速度剖面比较。图中
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计算区域的线性尺度、速度和压力分别按 R、平均速度 U0 和
2

0Uρ 归一化。 

2． 圆管内流动 

坐标轴选取及网格如图 2-6-11，圆管中心位置为原点，x 轴沿管轴方向。

考虑其对称性，本文只研究对称面 z=0 上的流动情况。图 2-6-12 为圆管内

z=0 平面的等压线分布图，图 2-6-13 是数值计算出的管轴处的压力变化曲

线与泊肃叶流的比较，图 2-6-14~2-6-17 是入口段速度分布——分别为距入

口 0.1R、0.7R、2R 和 4R 处的速度剖面，图 2-6-18 为 x=0 处计算所得的速

度剖面与泊肃叶流精确解的比较，图 2-6-19 为 x=0、x=-5R 及 x=5R 处速度

剖面比较。图中计算区域的线性尺度、速度和压力分别按 R、平均速度 U0

和
2

0Uρ 归一化。 

从以上图中可以看出，有限长二维渠道流和有限长圆管流数值计算所

得的中心和大部分区域的速度分布（图 2-6-9、2-6-10 和图 2-6-18、2-6-19），

以及压力沿 x 轴变化曲线（图 2-6-3 和图 2-6-13）和库塔流及泊肃叶流的结

果十分吻合。而入口段速度分布（图 2-6-4~2-6-8，图 2-6-14~2-6-17）则呈

现入口段的特征[59]。 

    由于我们使用的是完整的 N-S 方程，没有做任何删简，因此能够得到

与库塔流、泊肃叶流精确解十分吻合的结果说明三角函数基函数法在数值

模拟粘性不可压缩流动方面是成功的，可行的。 
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图 2-6-1 有限长平行平板组成的二维渠道内流动网格 

 

 

图 2-6-2 二维渠道内流动等压线分布 

 

 

图 2-6-3 二维渠道内流动压力沿轴向分布及与库塔流的比较 
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图 2-6-4 二维渠道内流动距入口 0.1R 处速度分布 

 

 

图 2-6-5 二维渠道内流动距入口 0.5R 处速度分布 
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图 2-6-6 二维渠道内流动距入口 R 处速度分布 

 

 

图 2-6-7 二维渠道内流动距入口 2R 处速度分布 
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图 2-6-8 二维渠道内流动距入口 4R 处速度分布 

 

 

图 2-6-9 二维渠道内流动中心处速度分布及与库塔流比较 
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图 2-6-10 二维渠道内流动中心处及距中心 R5± 处速度分布比较 
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图 2-6-11 有限长圆管内流动表面网格 

 

 

 
图 2-6-12 圆管内流动等压线分布（z=0） 

 

 

图 2-6-13 圆管内流动压力沿轴向分布及与泊肃叶流的比较 
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图 2-6-14 圆管内流动距入口 0.1R 处速度分布 

 

 

图 2-6-15 圆管内流动距入口 0.7R 处速度分布 
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图 2-6-16 圆管内流动距入口 2R 处速度分布 

 

 

图 2-6-17 圆管内流动距入口 4R 处速度分布 
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图 2-6-18 圆管内流动中心处速度分布及与泊肃叶流比较 

 

 

图 2-6-19 圆管内流动中心处及距中心 R5± 处速度分布比较 
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§ 2.7 应用三角函数基函数法数值模拟动脉瘤内的血液流动 

§ 2.7.1 动脉瘤血液动力学研究的主要意义 

2.7.1.1 颅内动脉瘤血液动力学研究的生理背景 

颅内动脉瘤是一种严重的脑血管病，对人类的生命安全威胁极大，由动脉

瘤破裂出血而导致的致死率和致残率都相当高。血液动力学因素在颅内动脉瘤的

形成、发展和破裂过程中起着很重要的作用。颅内动脉瘤的血液动力学研究是一

个复杂的三维问题，数值模拟是研究这一问题的重要手段之一，由于其形状的复

杂性，国内外对此问题的研究大多局限在二维情形，少量的三维情形也只局限于

结构网格。 

颅内动脉瘤是由于局部血管异常改变产生的脑血管瘤样突起。从解剖学角

度来看，这种脑血管病主要发生在 Wills 环前部循环的颈内动脉、大脑前动脉和

大脑中动脉，Wills 环后部循环的椎动脉、基底动脉和大脑后动脉，具体部位在

动脉分叉处，分支部或转弯部[43]。颅内动脉瘤可以说是潜藏在人体内的一个很大

的隐患。临床统计，颅内动脉瘤一旦动脉瘤破裂，在第一次大出血的数天内的死

亡率或永久瘫痪率大约为 50%，而且如果不及时治疗，半年内二次发病率也高达

30%-50%，死亡率达 25%-35%[44]。图 2-7-1 是一种常见的颅内囊状动脉瘤的照片
[58]。造成动脉瘤形成的病因有多种，遗传，外伤（如颅骨骨折、异物穿入、手术

损伤等），细菌或真菌感染以及动脉瘤前期病变：漏斗样改变，局部变薄，微动

脉瘤等都能促使动脉瘤形成。 

 

图 2-7-1 颅内动脉瘤照片（直管旁瘤） 

 

以前判断动脉瘤破裂危险性主要看瘤的大小，但后来发现两者并没有直接

关系，不少小瘤也容易破裂并引起严重后果。随着对这种脑血管病研究的深入，

人们早已意识到血液动力学因素在动脉瘤的形成、发展乃至破裂中扮演着极其重

要的角色。目前认为，轴向血流对血管远端的冲击可导致血管内弹力膜的破坏，
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形成囊状突起，这种囊状突起又可加重此部位的血流涡流，引起血管壁震荡并促

进其变性过程。通过尸检获得的动脉瘤和正常动脉所做的静止性压力容积曲线的

研究表明，动脉瘤远较动脉本身缺少扩张性。在一定压力下，动脉瘤必须承受较

正常动脉更大的张力，这是因为动脉瘤壁僵硬而薄，体积也较大的缘故。而且由

于血压是脉冲性的，动脉瘤壁承受的张力波动很大，这会导致血管壁疲劳，弹力

层进一步变性[43]。事实上，血液动力学因素对动脉瘤的影响非常复杂，近几年，

国际血栓与止血协会（ISTH）学术与标准化委员会生物流变学分会指出，动脉

瘤中的血流应力、压力分布、血流冲击力、流入瘤的流量与血液在瘤内的驻留时

间等等都对瘤的破裂有非常重要的影响[45]。这些复杂的因素给颅内动脉瘤的治疗

也带来了相应的困难，因此，有必要展开深入的研究，以便为该疾病的治疗方法

和治疗时机提供一些更为详细的信息。 

 

2.7.1.2 研究现状 

动脉瘤血液动力学的工作最早见于二十世纪三、四十年代。八十年代以来，

国内外学者在这方面已做了大量的临床观测、动物实验和体外模拟实验。直到近

十年来，计算机和计算科学的飞速发展，使得数值模拟进入了一个崭新的阶段。

计算机速度快、花费少、方法灵活等特点，使得数值模拟研究成为了一个很重要

的研究手段。1988 年，Perktold[46]等人利用数值模拟的方法研究过二维分叉血管

囊状顶瘤的血液动力学问题，他们发现血管和瘤内的血流流动模式主要的影响因

素是瘤与载瘤动脉之间的几何关系和血流量：认为低速流速是血液能在瘤内形成

血栓的条件之一，而这种血栓形成很可能在动脉瘤的生长和破裂过程中扮演重要

角色，他们开始的研究采用了血管壁及瘤壁为刚性、以及流动为牛顿流的假设。

在接下来的两年里，Perktold 等人进一步对非牛顿流体进行了数值模拟，结果表

明，在生理条件下把血液看成牛顿流体和非牛顿流体相比，两者的差别几乎可以

忽略[47]。Aenis[48]的计算指出，只要动脉直径大于 0.5 毫米，则用牛顿流体代替

非牛顿流体所引起的误差不会超过 2%。此外，在 Perktold 等人的另一篇血管旁

瘤文章里[49]，他们计算出对刚性血管壁和非刚性血管壁两种情形下壁面剪应力的

分布，结果发现，两者只在下游（颅内动脉瘤出口）处有较大的区别，而其它地

方的差别不大。事实上，动脉瘤远较正常动脉缺少扩张性，颅内动脉较正常的颅

外动脉缺少扩张性[50]。所以生理条件下把颅内动脉瘤壁和脑血管瘤壁假设为刚性

是比较合理的[51]。体外模拟实验也有相同的结论[52-54]。 

Gonzales[55](1984年)和 Perktold[49](1993年)等人先后研究过二维和三维的弯

曲血管旁瘤，得出一些一致的结论，但三维模型下出现的一些复杂的流动现象（如

二次流），用二维模型没法模拟。Burleson[56](1995 年)等人通过一个二维直管旁

瘤模型模拟了不同尺寸的半球、球和梨状动脉瘤在不同雷诺数下动脉瘤内的速度
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向量、壁面剪切力和压力分布，在他们的计算中，假设流体为定常、牛顿层流、

刚性壁。结果说明了动脉瘤的血液动力学参数对瘤和载瘤动脉间几何关系的依赖

性、雷诺数的影响，不同形状的动脉瘤最大壁面剪切力并不遵循相同的规律。 

近年来动脉瘤的研究，也在不同程度上对动脉瘤的治疗起到推动作用。如 1997

年 Aenis[48]在一个三维直管模型内放置支架，研究其放置前后血液流动及相关参

数的变化，得到了支架的放置有利于降低瘤内血液流速和保持血管内血液畅通的

结果。从理论上证实了小弹簧圈填充疗法的可行性。在国内符策基等人在二维情

况下，用有限元法及非结构性网格对直管旁瘤和分叉顶瘤进行了数值模拟[57]，陈

伟等人用差分方法及结构性网格数值模拟了三维直管旁瘤[58]。当然，有关这方面

的文献还有很多，在这里我们就不一一列举了。 

本文采用构造出可数值求解不可压缩二维、三维 N-S 方程的三角函数类型的

基函数格式(2-5-12)和(2-4-26)式数值模拟了几种二维和三维动脉瘤的定常血液

流动。 

动脉瘤的边界条件取： 

壁面上  u = v = 0（三维加 w = 0） 
            入口处  p=P0, 0Uu =  v=0 （三维加 w=0） 

            出口处  p=0, 0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

x
v

x
u

 （三维加 0=
∂
∂

x
w

） 

其中 P0=9.0kP a（实测[60]）。 

 

§ 2.7.2 动脉瘤血液动力学计算结果及分析 

算例的参数均按照实测血液的相关参数来选取[60]。如血液的粘性系数

sPa ⋅= 0035.0μ ，血液密度 31000 −⋅= mkgρ 。血管半径 R=0.002m，血管长度

L=40R，这样入口出口与血管中心距离较远，使得它们的影响可以忽略。 

2.7.2.1  二维动脉瘤 

这里我们计算了三种动脉瘤模型：大半圆模型 1-1，半圆模型 1-2 和小半

圆模型 1-3，它们具有不同的瘤口宽度、瘤半径和瘤深。分析了在不同雷诺数

下的流场及壁面剪切力沿瘤壁面分布情况，并讨论雷诺数、动脉瘤-载瘤动脉之

间的几何关系对动脉瘤血液动力学参数的影响。这三种动脉瘤模型的几何尺寸

见表 2-1，具体形状及网格剖分见图 2-7-2~2-7-4。此算例中取β=4。 

表 2-1 三种二维动脉瘤的几何尺寸（载瘤血管半径为 R） 

模型 动脉瘤形状 瘤口宽度 瘤半径 瘤深 

1-1 大半圆 2R 2R 3.732R 

1-2 半圆 2R R R 
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1-3 小半圆 1.732R R 0.5R 

 

模型 1-1 的几何尺寸选自文献[56]，本文分别取了 Re=100、400 和 700 来

计算动脉瘤内的速度场及壁面剪切力沿瘤表面的分布。根据雷诺数定义

μ
ρ RU 0Re = ，计算出每种雷诺数下的平均速度 0U 。其中计算区域的线性尺度、

速度和压力分别按 R、平均速度 U0 和
2

0Uρ 归一化。由于文献[56]中并未给出

初始压差，本文根据文献[60]作者实测的数据取初始时刻血管入口压力为肱动脉

压 P0=9.0kPa，出口压力则取 0。 

图 2-7-5~2-7-7 分别是模型 1-1 在 Re=100、Re=400 和 Re=700 时瘤壁剪切

力沿瘤表面从近端到远端的变化曲线。从图中可以看出，对于不同雷诺数，动

脉瘤壁面剪切力的变化趋势基本相同，在近端和远端的剪切力较大，而瘤体内

的剪切力相对较小，最大剪切力则出现在瘤的远端。同时，还可以看到，随着

雷诺数的增加，最大剪切力也相应增加，因此在其它条件不变的情况下，雷诺

数越大，最大剪切力也越大，瘤越容易破裂。 

接着，我们来分析模型 1-1 中 Re=400 时动脉瘤附近的流场分布，本文的

计算结果如图 2-7-8 所示，为了比较，同时给出文献[56]的流场情况，如图 2-7-9。

其中线段的长短代表速度矢量的大小，箭头代表速度矢量方向。可以看出，两

个流场非常相似，血管中的血液流入瘤内，在瘤内中心略靠下的位置形成一个

大的逆时针旋涡，然后重新流回血管中。正是这种流动使动脉瘤壁受到剪切力

的作用，在血管中血液流速较大，进入动脉瘤后流速明显减少，在瘤内则相对

变化不大，因此在瘤近端和远端，剪切力都较大。 

为了考察不同动脉瘤半径、瘤深及瘤颈的开口宽度这些几何尺寸对动脉瘤

血液动力学诸参数的影响，本文还计算了如表 2-1所描述的模型 1-2和模型 1-3，

取 Re=400。图 2-7-10 和 2-7-12 分别给出了模型 1-2 的瘤附近流场分布及剪切

力沿瘤表面变化曲线，图 2-7-11 和 2-7-14 则给出模型 1-3 的流场分布及剪切力

沿瘤表面变化曲线。 

从图 2-7-10 和图 2-7-11 可以看出，当瘤半径较小位置较浅时，瘤内旋涡的

范围较相同雷诺数下的模型 1-1 明显减少，但总的流动规律均类似。 

相同雷诺数下三种模型的剪切力沿瘤弧长的分布趋势大体相同，都是在动

脉瘤近端和远端剪切力较大，最大剪切力发生在瘤远端，瘤内部剪切力相对较

小。另外，动脉瘤越深、瘤半径越大，最大剪切力就越大，动脉瘤也越容易破

裂。文献[56]中给出了模型 1-2 的壁面剪切力沿血管轴向的变化曲线，如图

2-7-13，可以看出，Re=400 时的曲线的变化趋势及近端远端的剪切力值与我们
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计算出的结果（图 2-7-12）非常接近。由于文[56]中没有给出入口和出口处压

力值，因此这里的比较不是完全准确的（外形、雷诺数相同，但出入口处压力

值可能不同）。 

 

2.7.2.2  三维动脉瘤 

    由于三维情况下，动脉瘤的流动情况要比二维时要复杂很多，因此本文只

讨论了 Re=400 时的两种不同几何参数的动脉瘤模型，计算出流场及剪切力、

压力沿瘤壁面分布情况，并讨论了动脉瘤几何形状对其血液动力学参数的影

响。这两种动脉瘤模型的几何尺寸见表 2-2（分别为模型 2-1 和模型 2-2），具

体形状及表面网格见图 2-7-15 和 2-7-16 。此算例中取β=10。 

表 2-2 两种三维动脉瘤的几何尺寸（载瘤血管半径为 R） 

模型 动脉瘤形状 瘤口宽度 瘤半径 瘤深 

2-1 半球冠 2R R R 

2-2 小半球冠 1.6R R 0.4R 

 

    图 2-7-17~2-7-22 是模型 2-1 和模型 2-2 在对称面 z=0 上的流场及壁面剪切

力、压力随瘤表面的变化曲线。如图 2-7-17 和图 2-7-18 所示，模型 2-1 和 2-2

在动脉瘤内并未形成旋涡结构，而是沿着血管壁从瘤近端顺着血流的方向流入

动脉瘤，并沿着瘤壁方向从瘤远端流出动脉瘤，流态与二维情况下相比有较大

不同。这是由涡旋的运动学性质决定的，涡管不能在流体中产生或消失[61]，因

此它只能在流体中自行封闭，形成涡环，或将其头尾搭在固壁或自由面上，或

延伸至无穷远处。二维动脉瘤可以看作在 z 方向是延伸至无穷远的，因此满足

形成涡旋的条件，而三维动脉瘤是个有限区域，又不大可能自行封闭形成涡环，

故没有涡旋的生成应该是合理的。 

图 2-7-19 和 2-7-20 分别是模型 2-1 和 2-2 在对称面上瘤壁剪切力随瘤弧长

的变化曲线。我们可以看出，曲线总的变化趋势类似于二维情形，都是在瘤近

端和远端的剪切力较高，最大剪切力发生在瘤远端，瘤内部剪切力较低，而且

动脉瘤越深，最大剪切力越大。然而，与二维相比，三维情况下剪切力曲线变

化的比较平缓，不象二维有比较尖锐的拐点，尤其是模型 2-2，剪切力曲线圆

滑，有点类似二次曲线。这可能是因为三维动脉瘤内没有形成旋涡，剪切力变

化相对二维较平缓。 

      图 2-7-21 和 2-7-22 分别显示了模型 2-1 和 2-2 在对称面上瘤壁压力随瘤弧

长的变化情况，总的来说，从瘤近端到远端压力都呈上升趋势，最大压力在瘤

远端附近取得。 
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§ 2.7.3 结论 

     通过上面对二维、三维动脉瘤计算的分析中我们可以得到以下几点结论： 

1．  在我们计算的算例中，动脉瘤壁面的最大剪切力都发生在瘤远端； 

2． 相同的几何参数情况下，动脉瘤的最大剪切力会受雷诺数影响，一般来

说，雷诺数越高，最大剪切力越大，动脉瘤也越容易破裂； 

3． 若雷诺数不变（如 Re=400），无论是三维还是二维动脉瘤，其血液动力

学参数如流场、瘤壁剪切力等都会依赖于动脉瘤与血管之间的几何尺

寸： 

（1） 在二维动脉瘤中，瘤半径越大、瘤越深则涡旋的范围越大、最大剪切

力也越大，瘤越容易破裂； 

（2） 三维动脉瘤的流场中并没有形成涡旋，其瘤壁上的最大剪切力也随着

动脉瘤的加深而有显著增加； 

4． 三维动脉瘤壁面的最大压力和最大剪切力一样发生在瘤远端附近，因

此，瘤远端应该是动脉瘤生长和发生破裂的危险区，在文献[56], [57]中

也得到过类似的结论。 
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图 2-7-2 二维动脉瘤模型 1-1 网格 

 

图 2-7-3 二维动脉瘤模型 1-2 网格 

 

图 2-7-4 二维动脉瘤模型 1-3 网格 
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图 2-7-5 壁面剪切力随瘤弧长的变化曲线（模型 1-1，Re=100） 

 

图 2-7-6 壁面剪切力随瘤弧长的变化曲线（模型 1-1，Re=400） 

 

图 2-7-7 壁面剪切力随瘤弧长的变化曲线（模型 1-1，Re=700） 
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图 2-7-8 动脉瘤附近的流场分布（模型 1-1，Re=400） 

 

图 2-7-9 文献[56]计算的流场分布（模型 1-1，Re=400） 
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图 2-7-10 动脉瘤附近的流场分布（模型 1-2，Re=400） 

 

 

 

 

 

 

图 2-7-11 动脉瘤附近的流场分布（模型 1-3，Re=400） 
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图 2-7-12 壁面剪切力随瘤弧长的变化曲线（模型 1-2，Re=400） 

 

 

图 2-7-13 文献[56]中壁面剪切力沿 x 轴的变化曲线（模型 1-2） 
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图 2-7-14 壁面剪切力随瘤弧长的变化曲线（模型 1-3，Re=400） 
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图 2-7-15 三维动脉瘤模型 2-1 表面网格 
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图 2-7-16 三维动脉瘤模型 2-2 表面网格 
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图 2-7-17 三维动脉瘤对称面上的流场分布（模型 2-1，Re=400） 

 

 

 

 

图 2-7-18 三维动脉瘤对称面上的流场分布（模型 2-2，Re=400） 
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图 2-7-19 三维动脉瘤对称面上壁面剪切力随瘤弧长的变化曲线（模型 2-1，Re=400） 

 

 

图 2-7-20 三维动脉瘤对称面上壁面剪切力随瘤弧长的变化曲线（模型 2-2，Re=400） 
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图 2-7-21 三维动脉瘤对称面上壁面压力随瘤弧长的变化曲线（模型 2-1，Re=400） 

 

 
图 2-7-22 三维动脉瘤对称面上壁面压力随瘤弧长的变化曲线（模型 2-2，Re=400） 
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第三章 总结、创新点及进一步的工作 

§ 3.1 总结 
基函数法是一种新型的计算方法，此方法直接在非结构网格中离散微分算

子。由于基函数法是在非结构网格上构造的，因而它能方便地处理复杂边界，保

持边界点和内点格式的一致，而且它可以直接处理多维问题，并采用自适用技术

改进计算的精度。在生成二维或三维非结构网格后，在网格单元上采用基函数展

开逼近真实函数，可以构造出在非结构网格上的各阶导数各阶精度的中心格式和

迎风格式。基函数可取任意正交完备函数族，常用的如多项式基函数、三角函数

基函数等等。在文献[9]、[11]、[12]中提出了基函数法的基本理论并采用多项式

或三角函数作为基函数，构造出基函数格式并数值地计算了无粘可压缩流动的

一、二、三维多种典型算例，并取得了精度和分辨率都十分满意的结果。 

本文则在此基础上将基函数法拓宽到不可压缩粘性流动的数值模拟中去。我

们采用人工压缩性技术，构造出处理粘性不可压缩流动的新型数值方法——三角

函数基函数法。 

采用三角函数作为基函数具有很好的性质，通过上述大量算例的计算结果可

以看出它的精度和分辨率都很高。而且，在处理粘性不可压缩的 N-S 方程等具有

高阶导数的微分方程时，选取三角函数为基函数要明显优于选取多项式为基函

数，例如考虑一阶三角函数基函数法，用它既可以计算一阶对流项，也可以计算

二阶粘性项，其精度均为一阶，因为三角函数可以无限次的求导并保持同一精度；

但多项式就不具备这方面的优点，如果选取一阶多项式为基函数，那么用它只能

计算一阶对流项，而在计算粘性项时，则因结果为零而失效，必须求助于二阶多

项式。 

本文重点研究了一阶精度的三角函数基函数格式，与高阶精度的基函数格式

相比，一阶精度基函数格式公式最简单、涉及的单元节点个数最少，从而显著节

省了计算时间及内存。实践表明，本文采用一阶三角函数基函数法与非结构网格

在处理二维、三维粘性不可压缩流体时，不仅显著节约了计算时间和内存，而且

取得了精度及分辨率都不错的结果。 

我们首先在二维、三维问题中，分别采用面积坐标和体积坐标，成功构造出
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三角函数类型一阶精度的基函数和各阶导数的中心格式和迎风格式，然后引入人

工压缩性系数并采用通量分裂法及中心格式和迎风格式相结合的技术，构造出可

数值求解不可压缩二维、三维 N-S 方程的三角函数类型的基函数格式。为了验证

此方法，我们首先数值地计算了有限长度的二维渠道内的流动和有限长度的圆管

内流动，采用我们的方法解出的速度分布和压力分布除入口段和出口段外，与库

塔流和泊肃叶流的结果十分吻合。在方法得到初步验证后，本文采用三角函数基

函数法及非结构网格生成技术，进一步数值地研究了二维、三维情况下动脉瘤内

的血液动力学问题，在定常情形下计算了二维和三维动脉瘤的速度、压力及剪切

力分布，以及动脉瘤的几何参数、雷诺数等参数对血液动力学因素的影响。计算

结果表明： 

（1） 瘤壁的最大剪切力和最大压力都发生在瘤远端（或附近），因此，该区域

应该是动脉瘤生长和发生破裂的危险区； 

（2） 在相同的几何参数情况下，动脉瘤的最大剪切力会随雷诺数的增加而增

大； 

（3） 而在相同的雷诺数下，动脉瘤的最大剪切力则会随瘤半径、瘤深的增加而

增大； 

（4） 二维动脉瘤的流场较容易形成涡旋结构，而且涡旋的范围随瘤半径、瘤深

的增加而增大，但三维动脉瘤都没有形成涡旋结构。 

我们使用的二维、三维非结构网格是由 Delaunay 方法和前沿推进法相结合

的方法生成的，结合了二者的优势——采用前沿推进法布点，然后用 Delaunay

三角化方法对结点进行连接。另外，为了提高网格质量，我们采用 Laplacian 光

顺迭代技术。 

本文的研究表明三角函数基函数法应用于数值求解粘性不可压缩流动是成

功的。 

 

§ 3.2 本部分主要的创新点 
在这一部分工作中，本文主要的创造性成果有： 

3．首次构造出数值求解不可压缩流体 N-S 方程的三角函数基函数格式。这是一

种新型的计算格式，具有精度好，计算量小，易于处理复杂边界，格式构造
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统一、规范等优点； 

4．利用这一新型的计算格式计算了二维、三维动脉瘤内定常血液流动并研究了

动脉瘤几何形状、雷诺数等参数对速度、压力及瘤壁剪切力分布的影响。三

维动脉瘤这一部分内容未见国内外有同类报道，且对临床治疗有一定指导意

义。 

 

§ 3.3 进一步的工作 
 在本文的基础上，还有许多研究工作可做： 

1．由于本文构造的是显式基函数法，计算中时间步长受到稳定条件的限制，不

仅减慢收敛速度，加大了计算量，而且过大的时间步长还会导致计算发散。

为此，需要发展隐式格式； 

2．可以将基函数法用于计算非定常可压缩和不可压缩流动，以及具有化学反应

的复杂流动； 

3．将基函数法应用于处理其他各类流体力学问题，固体力学问题和物理问题。 
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附录 I 应用三角函数基函数法计算三维超音速球头绕流问题 

 

第一节 引言 

三角函数基函数法首次用在二维可压缩流动中是在文献[12]中进行的，本文

将文献[12]构造的无粘可压缩流动无波动的三角函数基函数法推广到三维情形，

完成了三维三角函数基函数法的理论框架、公式推导及程序的编制。由二维向三

维的推广不存在原理上的困难，但是三维计算与二维相比技术上有很大的差异，

难度也大大增加了，它对网格的质量依赖性更大，要求更苛刻，在网格生成及自

适应技术等计算技巧上也存在不少困难和一系列值得研究的问题。 

    我们用三角函数基函数法数值模拟了无粘可压缩的三维球头绕流。采用通量

分裂法及激波前后中心格式和迎风格式相结合的技术，以消除激波附近的非物理

波动；我们构造数值求解三维可压缩流动的三角函数类型的一阶精度的基函数格

式。各点处于激波前或后是通过在非结构网格上计算单侧导数来判断的。 

谢文俊等人在文献[11]曾经用多项式基函数法模拟过这个三维球头绕流问

题，但没有进行自适应。在这里，我们用三角函数基函数法重新模拟了这个算例，

重新生成非结构网格，并进行过两次自适应。其数值计算结果是相当令人满意的，

其压力、密度分布较之谢文俊的结果更为准确，精度也得到很大的提高。 

 

第二节 三维可压缩流体 Euler 方程基函数格式的构建 

§ 2.1 控制方程 

三维守恒型的可压缩流体的 Euler 方程组： 
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气体的状态方程为 
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其中，ρ、p、e、u、v、w 分别为气体的密度、压力、总能和直角坐标系下的三

个速度分量，γ 为气体比热比，本文中取为 1.4。 

对方程用无穷远处的物理量值 ∞∞ U,ρ 及绕流物体的特征长度 L 无量纲化， 

x x L t tL U
p p U e e U

u u U v v U w w U

= =

= = =

= = =

∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

*

* * *

* * *

/， ，

， ， ，

， ，

ρ ρ ρ ρ ρ2 2             (2.3) 

无量纲化后，Euler 方程和状态方程的形式不变。无穷远处来流条件变为 

( )
u u U v v U w w U

p p U M

* * *

* *

= = =

= = =
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞

， ，

，ρ ρ γ1 12 2           (2.4) 

M∞为无穷远马赫数。以下为简便起见，将无量纲变量的“*”都去掉。 

 

§ 2.2 流通量分裂法及无波动混合格式的采用 

数值求解高速可压缩流场时，由于流场中激波和切向间断的产生，不管初始

值是如何光滑，解都可能是有间断的。这一特性使得 Euler 方程——非线性双曲

型方程的求解有它特殊的困难，流场中激波的数值模拟成为计算流体力学中所研

究的重要问题之一。 

当采用激波捕捉法来进行数值模拟时，如果格式精度过低，那么数值耗散大，

激波分辨率不高，甚至容易被抹平。因此一般应采用二阶或二阶以上的格式，但

是这时由于数值的频散，解在激波前后会出现波动[19]。为提高激波捕捉的质量，

在差分方法[20-23]和有限元法[24-27]中都发展出了一系列高分辨率无波动格式。例如

差分方法中著名的 NND 格式以及它在有限元法中的推广。在基函数法中我们也

借鉴这些成功经验，来构造一种高分辨率无波动的基函数格式。 

 

2.2.1  流通量的分裂 

首先，我们对守恒型的 Euler 方程(2.1)采用流通量分裂技术。将方程改写为： 

    0=
∂
∂

+
∂
∂

i
i x

UA
t

U   ，    
U
F

A i
i ∂

∂
=  ， UAF ii =          (2.5) 

),,,,,( 321321 GFFFEFzxyxxx ======  

根据双曲型方程的特点，必有一非奇异矩阵 iQ ，使得 

iii QQA
i
Λ= −1                              (2.6) 

其中， iΛ 为特征对角线矩阵 
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),,,,( 54321 λλλλλdiagi =Λ                   (2.7) 

iλ 为 iA 特征值，按正、负特征值，可以将 iΛ 分裂 
−+ Λ+Λ=Λ iii                               (2.8) 

     2)(,),( 51 llli diag λλλλλ ±=…=Λ ±±±± ，  

令 

UAFQQA iiiiii
±±±−± =Λ= 1                 (2.9) 

则(2.1)式改写为： 
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∂
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∂

+
∂
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i

i

i

x
F

x
F

t
U                        (2.10) 

在间断前后，对 +
iF ， −

iF 可以分别采取不同的格式以消除波动。 

 

2.2.2  混合格式的采用 

为了准确地捕捉到激波的位置，激波前后必须采取恰当的格式。在差分法的

NND 格式中，波前采取了迎风型的格式，波后则用中心型格式，并且都收到了

很好的效果。事实上，我们考察一下激波前后的不同的物理特性，就可以发现这

样做的合理性。 

任何一个斜激波在波前波后都可看作是在各个坐标方向的分量的复合。假设

间断面与各个方向均不重合，由于激波的存在，速度将减小，很容易证明各个方

向上速度在波前的分量要大于其在波后的分量，即各个方向上速度都会发生间

断，因此可将斜激波看作是沿坐标轴方向的几个正激波的复合。由于超音速气流

通过正激波后总是会减速变为亚音速，因此，分解后的正激波两侧，总是波前为

超音速，波后为亚音速。考虑到超音速流场中信息只能沿气流流动方向传播，因

此，数值模拟时，在波前采用迎风型格式是合理的。而亚音速流场中，信息可以

逆向传播，因此，数值模拟时，波后要采用中心格式。要注意的是，对于分裂后

的流通量，正的流通量分量和负的分量的波前波后是相反的。图 1 给出了间断前

后格式选取的示意图。 

我们在前面讨论过，采用高阶格式时，在激波附近会出现数值波动，这些非

物理的数值波动是不合理的，因此，在波动区还应适当的引进一阶的格式来抑制

这种波动。 
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图 1 基函数法在激波前后的格式选取示意图 
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综上所述，可压缩流体 Euler 方程的基函数格式应是经过流通量分裂后，对

各个分裂的流通量分别采取 N 阶中心格式、N 阶迎风格式和一阶迎风格式相结合

的一种无波动的混合格式。这种格式可以有效地消除激波附近的数值波动。 

 

§ 2.3 间断前后的判断及基函数格式的选取 

选定格式后，必须能够在计算中数值判定网格点在流场中相对于激波的位

置。为此，我们首先观察一下激波前后物理量的分布。 

 

 

图 2 间断前后的物理量分布 

 

    图 2 是根据 Burgers 方程精确解绘出的间断前后物理量的分布，不难看出，

间断前，物理量的一阶导数和二阶导数的符号一致，而间断后两者的符号则相反。

由此，我们可以给出间断前后的判断准则： 
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在前面构造迎风格式时，也给出了一种单侧导数的算法,我们可以按照这种

方法给出 iF 沿 ix 方向在正负两侧的单侧导数 iF+δ 和 iF−δ 。因为我们只是对节点

的符号进行判断，引入： 

iii FFF −+ −= δδδ 2      ，      iii FFF −+ += δδδ  

显然， iF2δ ， iFδ 分别与通量 iF 的二阶导数和一阶导数相当。由此可将间断

前后的判断准则改写为： 

⎪
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FFFF
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当 iF+δ 和 iF−δ 同号时，说明数值解单调，不在激波区，应继续判断与是否同号

以确定在间断的上游或下游，分别选择迎风格式或中心格式。 
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当 iF+δ 和 iF−δ 异号时，说明数值解出现波动，应采用一阶迎风格式来抑制波动，

使局部极值逐渐消除。表 1 给出了具体的格式的选取。 

 

表 1 基函数格式的选取 

 iF+δ 与 iF−δ 同号 iF+δ 与 iF−δ 异号 

间断上游区 间断下游区  
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§ 2.4 可压缩流体 Euler 方程基函数格式的表达 

通过前面几节的讨论，我们可以给出可压缩流体 Euler 方程基函数格式的表

达式。为使格式易于表达，我们引进 
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θ                           (2.11) 

及 

)()(
2
1 2

ii FsignFsignK δδ +=                  (2.12) 

采用上述消除激波附近波动的方法所构成的基函数法 N 阶格式如下式所示： 
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式中 
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当 N=1 时，(2.13)式就是本文处理可压缩无粘流动的一阶基函数格式，求导公式

由第一部分第二章中(2.3.9)式给出。 

 

§ 2.5 边界条件和初始条件 

2.5.1 边界条件 

由于流体力学方程的复杂性和流动区域几何结构的多样性，如何给出流体力

学方程组的定解条件，保证定解问题的适定性，一直是相当困难的事情。我们通

常按照边界面上的特征线的指向给出相应个数的物理边界条件。 

附录 I 的算例中，流场所涉及的边界主要为物面固壁边界和远场边界。在计

算中，首先将边界点与流场的内点一起推进一步，然后再用边界条件加以修正。

这种处理会使边界点上的物理量相对滞后，但不会影响计算收敛后得到的解。 

(1)固壁边界 

流动在固壁上必须满足法向速度为零的无穿透条件，即(u·n)=0。u 和 n

分别为速度矢量和固壁的外法向单位向量，每推进一步后，对固壁上的节点

用速度的切向分量 u-(u·n)n 来代替原速度向量。 

(2)远场边界 

外部边界包括入流面和出流面，本文采用无反射的边界条件来处理可压

缩流动中的外部边界条件。在外边界的每个节点上，按指向流体内部的特征

线给出 Riemann 变量的值，其余变量的值用特征线上的相容关系确定。 

 

2.5.2  初始条件 

本文涉及的几个算例都是定常的。我们采取了时间推进的方法进行迭代，此

时无论给出何种初值，只要不影响计算的收敛，当时间趋于无穷时，都能得到唯



北京大学博士学位论文 

 69

一的定常解。为获取定常解，本文采用均匀来流作为初始条件。如果攻角为α，

偏航角为 β ，来流马赫数为 ∞M ，那么初始条件为 

         βα coscos0 == ∞= uu t  

         βα sincos0 == ∞= vv t  

       αsin0 == ∞= ww t                                      (2.15) 

         2
0 1 ∞∞= == Mpp t γ  

         10 == ∞= ρρ t  

对于非定常问题，应视不同问题给出不同的初始条件。 

 

§ 2.6 三维非结构网格的自适应 

本文采用了重新生成网格的方法来实现自适应加密。生成自适应网格的过程

与生成初网格的过程是完全一样的，生成自适应网格所用的背景网格是初网格。 

现在问题的关键是要在背景网格即初网格的结点上给出尺度参数。如何根据

初网格上的计算结果确定其结点上的尺度呢？直观的说，我们希望在解变化剧烈

的地方，网格取得密些，而在变化平缓的地方，则取得疏些。为此，在计算可压

缩流体时，本文选取了密度的梯度的大小 ρ∇ 来作为标准，对于背景网格上的一

个结点，其上的尺度 h 应满足 

常数=∇× ρh                             (2.16) 

显然，在均匀流动区，由于密度梯度小，计算的尺度 h 将很大，而在激波附近，

由于密度的梯度大，计算的尺度 h 将很小。在实际应用中，对于尺度值给定了上

界及下界，以避免生成过分畸形的单元。 

 
§ 2.7 可压缩流体 Euler 方程的基函数格式计算流程 

1．网格生成 

2．数值计算 

（1） 已知 ntt = 时刻的结果 nU （n=0 时即为初值），求 ttt n Δ+= 时刻的 U

值：  UUU nn Δ+=+1 ； 

（2） 根据 nU 计算分裂通量 +F 和 −F ； 

（3） 用间断前后的判断准则，判断各点在流场中相对于激波的位置； 
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（4） 对每点按其位置确定应采用的格式，并用此格式求出它在各方向上分

裂流通量的导数值； 

（5） 对每个节点在各个不同的单元内分裂通量的导数值进行加权平均，求

出该节点在各方向上的唯一的分裂通量导数值； 

（6） 将流通量导数值带入（2.13），求出 U 的增量，并由此算出新的 U 值； 

（7） 这样一直迭代下去，直到数值解达到要求的精度为止 

3．利用网格自适应技术对激波区加密，然后，以初网格计算结果为初值再次计

算 

      

第三节  数值结果及分析 

    为了验证三角函数基函数法在三维无粘可压缩问题中的有效性，这里选择了

三维球头超音速绕流这个算例。采用三角函数为基函数，对三维球头进行了初网

格计算并采用网格自适应技术以提高对间断的分辨能力。 

三维球头算例选自文献[42]，谢文俊也曾经用多项式基函数法计算过 1/8 球

头的情形[11]，但没采用自适应技术。本文没有用其对称性条件，计算了 1/2 球头，

0.7=∞M ，攻角 0=α 。这个问题应该是轴对称流动，但本文当作三维无粘可压

缩问题处理。 

图 3~图 6 是初网格得到的结果。图 3 给出了 x-z 平面和 x-y 平面的网格，图

4 给出 x-z 平面和 x-y 平面的压力等值线，图 5 给出 x-z 平面和 x-y 平面的密度等

值线，图 6 是 x-z 平面和 x-y 平面上压力沿物面的分布与文献[42]结果的比较。 

图 7~图 10 是自适应网格得到的结果，依次是 x-z 平面和 x-y 平面的网格、x-z

平面和 x-y 平面的压力等值线，x-z 平面和 x-y 平面的密度等值线，以及 x-z 平面

和 x-y 平面上压力沿物面的分布与文献[42]结果的比较。 
 

第四节  总结 

为了验证三角函数基函数法对无粘可压缩流动的有效性，附录 I 中采用三角

函数基函数法及非结构网格技术研究了超音速三维球头绕流，采用通量分裂法及

中心格式和迎风格式相结合的技术，以消除激波附近的非物理波动，并构造出数

值求解可压缩流动的三角函数类型的基函数格式。这个算例的数值结果是比较令

人满意的，准确度和精度都较文[11]中的好。 

为了更精确的描述激波的位置，我们对于超音速三维球头绕流算例采用了自

适应技术，显著提高了结果的分辨率和精度。在实现自适应技术时，我们主要是

以初始网格作为自适应的背景网格，根据初始网格上各点的密度的梯度来确定其

上的尺度因子，重新生成网格。 
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图 3 三维球头超音速绕流（ 0.7=∞M ）的 x-z 平面与 x-y 平面的初网格分布 
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图 4 三维球头超音速绕流 x-z 平面和 x-y 平面的压力等值线 

（初网格） 
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图 5 三维球头超音速绕流 x-z 平面和 x-y 平面的密度等值线 

（初网格） 
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图 6 三维球头超音速绕流 x-z 平面和 x-y 平面上压力沿物面的分布比较 

（初网格） 
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图 7 三维球头超音速绕流（ 0.7=∞M ）的 x-z 平面与 x-y 平面的自适应网格分布 
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图 8 三维球头超音速绕流 x-z 平面和 x-y 平面的压力等值线 

（自适应网格） 
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图 9 三维球头超音速绕流 x-z 平面和 x-y 平面的密度等值线 

（自适应网格） 
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图 10 三维球头超音速绕流 x-z 平面和 x-y 平面上压力沿物面的分布比较 

（自适应网格） 
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第二部分 肝门静脉高压症形成早期的血液动力学、

血液流变学及病理学研究 

第一章  绪 论 

§ 1.1 引言 

§ 1.1.1 肝组织结构、肝硬化以及胶原纤维的简单介绍 

一、  肝(Liver) 

肝是人体最大的消化腺，由于其血液供应非常丰富，故正常情况下肝呈红褐

色。在肝门外的结缔组织沿着肝门管道伸入肝实质内，将肝分隔为许多的肝小叶

(Hepatic Lobule)也称为经典肝小叶(Classic Lobule)。肝小叶间的结缔组织较少，

由肝门进出的门静脉、肝动脉、肝管、淋巴管和神经的分支行于肝小叶间的结缔

组织内。肝小叶呈多角棱柱体，肝静脉的属支中央静脉贯穿肝小叶长轴的中心（图

1-1）。 

在肝组织的切片中，邻近几个肝小叶之间的结缔组织内，常见小叶间静脉、

小叶间动脉和小叶间胆管的横切面，称之为门管区(Portal Area)或汇管区。人和

多数动物如大鼠的肝小叶间结缔组织很少，所以相邻肝小叶常连成一片，分界不

 

图 1-1 肝组织（模式图） 
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清。 

肝细胞(Hepatocyte)是构成肝小叶的最主要成分，以中央静脉为中心呈放射

状索条形排列，称之为肝细胞索(Hepatic Cord)。肝细胞索之间的空隙中有血液存

在，称为肝血窦(Hepatic Sinusoid)。血液供给肝细胞总是从汇管区起始，终止于

中央静脉，故又有门管小叶(Portal Lobule)的结构：即以汇管区为中心，相邻三

个肝小叶的中央静脉为顶点的三角形区域[2]。 

 

二、  肝硬化(Liver Cirrhosis, LC) 

肝硬化是以肝脏纤维结缔组织弥漫性增生并伴有肝细胞的结节状再生为特

点的病变，这是由于当肝脏受致病因素的作用后，肝细胞出现变性、坏死，伴有

炎性反应，进而发生肝细胞再生，在病变区发生胶原纤维的异常增生，最后导致

肝小叶结构被破坏和血管改建，肝脏出现变形、体积变异、质地变硬。肝脏仅有

胶原纤维(Collagenous Fiber)增生，而无肝细胞结节存在时则不能称之为肝硬化；

反之，如仅有肝细胞结节，而无胶原纤维增生，也不是肝硬化[2]。 

    胶原纤维的主要成分是胶原蛋白，目前至少有 19 型胶原蛋白，占人体蛋白

总量的 1/3，在肝脏内约占蛋白总量的 5%-10%[32]。当肝脏发生纤维化时，胶原

蛋白可增加到 50%，如正常每克肝组织中含胶原 5.5mg，肝硬化时可高达 30mg，

而肝组织中至少有 6 种不同类型的胶原——即Ⅰ～Ⅵ，其中以Ⅰ、Ⅲ型为主。Ⅰ

型胶原主要发现在汇管区和末梢肝静脉周围成熟的胶原；Ⅲ型胶原是肝窦周间隙

的网状纤维。在正常大鼠的肝组织中，Ⅰ、Ⅲ型胶原发布在汇管区的结缔组织、

血管壁及胆管壁，在肝实质内沿肝窦壁形成纤维的丝状着色；肝硬化时则明显增

多，还可发布于从汇管区向肝实质内伸展的纤维隔[33]。 
临床上，大多数的肝硬化患者均伴有不同程度的肝门静脉高压症。 

 

§ 1.1.2 肝门静脉系统与肝门静脉高压症 
肝门静脉系统，由肝门静脉及其属支组成，主要机能是将消化道吸收的物质

运输至肝，在肝内进行合成、分解、解毒、贮存，故肝门静脉可以看作肝的功能

性血管。肝门静脉不同一般静脉，其回流的起始端和分支末端都与毛细血管相连，

而且主支及其分支内缺少功能性的静脉瓣，因此，肝门静脉压力过高时，血液易

发生倒流 

肝门静脉主要有以下几个属支（图 1-2[1]）：肠系膜上静脉、肠系膜下静脉、

脾静脉、胃左静脉、胃右静脉、胆囊静脉和附脐静脉。另外，肝门静脉系与上、
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下腔静脉系之间存在丰

富的吻合，在肝门静脉因

病变而回流受阻时，通过

这些吻合支形成侧支循

环途径，因此，肝门静脉

与上、下腔静脉的吻合有

重要的临床意义，其主要

的吻合部位包括：食管静

脉丛、直肠静脉丛、脐周

围静脉网、脊柱静脉丛等
[1]。 

正常情况下，肝门静

脉系和上、下腔静脉系之

间的交通支细小，血流量

少，各属支分别将血液由

脏器引流向所属的静脉

系。一旦肝门静脉回流受

阻（如肝硬变等），就会

导致门静脉高压症，由于

肝门静脉缺少功能性瓣

膜，致使其中的血液可以

逆流，并通过上述诸吻合

途径建立侧支循环，分别经上、下腔静脉回流入心，进而，造成吻合部位的细小

静脉曲张，甚至破裂（如食管静脉丛曲张、破裂，造成呕血）。另一方面，大量

门静脉血在未进入肝脏前就直接经交通支进入体循环，使得经消化管吸收的有毒

物质、代谢分解产物、药物等未能运至肝脏进行解毒或分解，造成积聚中毒，引

发全身性的病变[2]（如门静脉高压症会影响胃液分泌，降低胃部粘液对胃的保护

作用[3]）。PHT 最常见的并发症有腹壁和食管、胃底静脉曲张，充血性脾肿大和

脾功能亢进，肝功能失代偿，腹水和肝性脑病[4,5]。其中，食管胃底静脉曲张破

裂出血死亡率可高达 40%左右[2]。 

PHT 的主要发病原因是肝硬化。由于我国乙型肝炎的病毒感染率很高，因

而 PHT 的发病率明显高于欧美发达国家[6]。所以，对于 PHT 的防治与研究，理

应引起特殊的重视。 

 

图 1-2 肝门静脉系与上、下腔静脉系间的吻合（模式图）
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§ 1.2 门静脉高压症血液动力学研究的若干成果 

近年来，门静脉血流动力学的研究，已经从单一的门静脉压力和流量测量，

逐步渗透到了 PHT 的病理性研究，腹水成因与治疗，食管胃底静脉曲张出血的

预测与预防，肝性脑病的防治和 PHT 治疗方法的选择等各个方面。血液动力学

检测结果已成为评价降肝门静脉压药物疗效的金标准[2]，如静脉曲张压力的测量

值可以充分反映心得安(Propranolol，一种β-受体阻滞剂，可以降低肝门静脉压

力)对门静脉高压症的治疗作用[16]。 

实验表明，肝门静脉高压动物模型的门静脉管壁增厚，使血管顺应性下降，

从而增加血管阻力。另一方面，肌层肥厚可使收缩力增强，亦可增加门静脉压力。

因而，对于门静脉系统压力—流量关系的研究是门静脉系统血液动力学研究的一

个重要方面。 

我国学者在这方面作了很好的工

作。例如朱樑等[18,19]关于肝循环门静脉

系统流导、阻力的研究和离体兔肝门静

脉系统顺应性的研究。他们对兔离体肝

脏的门静脉系统在门静脉狭窄、肝内阻

塞、肝动脉压改变及对照状态下进行了

血液动力学方面的动态测量和分析，得

到了在这三种状态下肝脏门静脉系统的

压力-流量曲线[18]（图 1-3），下面以该

曲线为例予以说明。通过流量 Q 随压力

P 的变化规律，可以反映出脏器组织的

生理特性以及在病理状态下的变化。从

曲线可以看出，随着门静脉压力增大，

流导即流量变化率与压力变化率的比

（ΔQ/ΔP）显着变小。也就是说，在曲

线上可找到这样一部分：在这段范围内，

压力变化很明显，而相应的流量却变化

不十分明显。这一点对于手术治疗门静脉高压症有指导性意义，例如可在门静

脉高压症分流手术中根据流量压力关系的这样一个特点用血液动力学方法计算

出最佳吻合口径。此外，依然在上述三种状态下，他们又测定了肝脏门静脉系

统的流导曲线（C-P）和阻力曲线（R-P）[19]。阻力曲线总的变化趋势是随压力

增大而先下降，达到一定值后阻力最小，此时管道畅通，再后压力继续增大时，

流动阻力有所上升。因此，病理上看，在发生门静脉高压症时，往往是由肝中

图中三条曲线，自上到下分别代表： 

D=3.58mm、2.80mm 和 1.59mm 

图 1-3 不同程度门静脉狭窄对于压力

（P）流量（Q）曲线的影响 
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阻力升高所致。 

郑恩涛等[20,21]对肝硬变时肝内门静脉系统顺应性进行了研究，结果表明顺应

性下降，说明肝内血管床出现“刚性化”趋势，而其固有的循环顺应性则近乎

丧失[20]。他们还就门静脉系统自身调节及其本构关系做了初步的观察，将门静

脉系统看作以门静脉主干为中心呈不对称的哑铃状分布，其力学特性可等同于

一个开放的、连体球状的粘弹性腔，功能相对独立，随后分析了在正常状态下

和门静脉高压症情况下此模型的本构关系。正常状态下，门静脉系统肝侧的容

积分布大于肠侧，门静脉系统容易通过扩展容积较大的肝内血管空间来增加整

体顺应性，完成系统自身调节，此时高张状态是可逆的。然而，肝硬变时，肝

内容积减少，门静脉系统自身调节能力受限或丧失，系统处于不可逆的高张持

续状态，直至最终形成门静脉高压症[21]。 

此外还有叶志义等[22]关于鼠肝门静脉残余应变的研究，即在肝门静脉零应

力和无载荷状态下，计算其血管内外壁的残余应变。刘传绶等[23]关于限制性门

腔静脉侧侧分流术的血液动力学与最佳吻合口径的选择的研究，得出门静脉压

和肝侧门静脉血流停滞时的吻合口径及分流后门静脉降压率的散点图呈直线趋

势。这些对于今后这方面工作的发展都是很好的基础。 

 

§ 1.3 建立 PHT 血液动力学的整体生物力学模型 

应该指出，肝门静脉系统是一个明显不同于其它静脉体系，具有整体调节功

能的独立功能单位。在出现 PHT 时，门静脉的各主要属支内压力变化巨大，又

是造成肝硬变并发症（如消化道出血和脾功能改变等）的直接原因。 

目前，国内外有关 PHT 血液动力学研究的主要不足在于：大多局限于研究

肝门静脉主干，而很少涉及门静脉系统的主要属支；局限于具体部位压力、流

量的测量，而没有建立一个整体的理论模型加以统一分析。 

一个有效的理论模型必须包含门静脉系统的各个主要属支，正确反映每一属

支的本构关系及其相互关联，同时又要正确地反映门静脉系统在解剖、生理、

病理上的独特特点。 

建立一个能反映肝门静脉系统血液动力学特点的整体性生物力学模型，它

应该包括门静脉主干，主要属支。根据实测数据建立可靠的关系式，正确反映

正常生理条件下、PHT 病理条件的血液动力学改变，为 PHT 的机理研究和临床

治疗决策提供有力的工具。 
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众所周知，动脉血流有很强的脉动性，通常用交流电路中的电阻，电感和

电容等集中参数元件来比拟血流的阻力，惯性和血管的顺应性（分别称为流阻，

流感和流容）。而门静脉系统的主要血管是静脉，静脉系统的血管缺少弹性，流

容可以忽略，而且静脉血流流速较低，雷诺数也较低，因此惯性效应即流感也

可以忽略。基于上面的考虑，我们用直流电路中的电阻来模拟肝门静脉系统主

要血管和脏器。根据肝门静脉系统的解剖结构，我们可以将整个系统用串并联

电路表示出来，并用流量 Q 来模拟电流、压力 p 模拟电压、流阻 R 来模拟电阻。

事实上，我们可以根据测量到的血液动力学参数值△p、Q 来计算流阻 R，三者

满足:△p=RQ。于是，流阻就构成了我们肝门静脉系统的基本组件。 

 

§1.4 血液流变学的研究方法及主要内容 

    血液流变学是研究血液流动和变形的科学，是生物医学同物理学和力学紧密

相连的交叉学科。广义地讲，其研究的内容是：血液和血管的宏观与微观流变特

性、规律及其在医学领域的应用。目前其具体研究的内容有：全血粘度、红细胞

压积、红细胞的变形、红细胞的电泳率及纤维蛋白原含量的测定等等。其研究的

方法主要是应用已知的血液流变学特性、规律和测量方法对具体疾病进行观测与

研究，以期了解该疾病在血液流变学特性方面的变化，达到指导疾病防治的目的
[2]。 

目前临床上最常用的血液流变学参数有： 

一、  全血粘度(Blood Viscosity） 

全血粘度是指全血在流动时表现出的内摩擦力，反映血液流动的难易程度。全血是非牛

顿流体，其值与切变率有显著的依赖关系，随着切变率的增加，全血粘度下降，而当切变率

增加到一定值后，全血粘度趋于稳定，表现出牛顿流体的性质[34]； 

二、  红细胞压积(Hemotocrit，HCT) 

红细胞压积指的是红细胞占全血体积的百分率。在血液的有形成分中，红细

胞(Red Blood Cell，RBC)的数量最多，是影响血液粘度的主要成分。在相同的切变率

下，全血粘度随红细胞压积的增高而增大，且非牛顿液体性更显著。当红细胞压积

超过 45%时，血液粘度随细胞压积以更大的幅度增加[34]； 

三、 红细胞变形性(RBC’s Deformability) 

红细胞变形性是指红细胞形状变化的能力，是影响高切变率下全血粘度的

重要因素，也是在小血管通道中决定血液流动通畅性的重要因素；当红细胞因衰

老或其它因素变形能力降低以后，会被脾脏中的巨噬细胞破坏[34]。在血液流变学

中，常用不同切变率下的红细胞变形指数(Deformation Index, DI)来描述红细胞变

形性； 
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四、 血浆纤维蛋白原(Fibrinogen) 

血浆纤维蛋白原一种纤维状蛋白质，是血浆中大分子蛋白之一。主要在肝脏合成中参与

凝血过程。在凝血过程中，在凝血酶的作用下，转为纤维蛋白，形成纤维网，将血液中有形

成分包罗起来而形成血块或血栓。因此，在出血性疾病和血栓性疾病的诊断时，常要测定血

浆中的纤维蛋白原含量。从血液流变学角度分析，血浆纤维蛋白原浓度与血浆粘度呈正相关，

从而与血液的全血粘度呈正相关[35]； 

五、血红蛋白(Hemoglobin，HGB) 

血红蛋白是一种含铁的蛋白色素，存在于脊椎动物的红细胞内，主要功能在

于从肺运输氧气到全身各组织。红细胞中的血红蛋白是形成红细胞内粘度的基

础，血红蛋白的含量与红细胞的内粘度成正比，并可影响红细胞的变形能力[35] 

六、 红细胞电泳率(Electrophoresis Rate) 

红细胞电泳率是红细胞在恒定均匀电场作用下移动的速率，正比于红细胞表

面负电荷的多少，而电荷的多少又直接影响红细胞的聚集性；红细胞的这种电子

行为与膜表面结构及功能密切相关，是红细胞膜表面的一个重要生物物理特性[35] 

 

§ 1.5 肝硬化血液流变学的研究现状 

和 PHT 的血液动力学相比，与肝硬化有关血液流变学研究尚处于起步阶段，

长期以来，人们在讨论肝硬化门静脉高压症的发生机制时，只注意到了肝血管床

减少、变形及受压、肝内肝动脉-门静脉分流和胃、脾、肠等部位高循环血量等

血流动力学因素，而忽视了血液流变学的影响[2]。根据 Poiseille 定律，血液的粘

度、红细胞的变形能力和血小板的粘着能等，都将直接影响血液在肝脏微循环中

的流过速度，而参与门静脉高压的形成。以前的一些有关血液流变学的研究主要

限于肝硬化患者外周血的血液流变学参数的测定及其临床意义的研究。大多数研

究认为，肝硬化时全血粘度、血浆粘度、红细胞聚集性等参数均高于正常对照组，

红细胞变形能力明显低于正常对照组。以此为由，在肝硬化的治疗中辅以降低血

液粘度、减少红细胞聚集等治疗，在一定程度上提高疗效。但也有研究认为，肝

硬化时全血粘度等参数明显低于正常对照组，抗凝或活血化淤治疗必增加出血的

危险性。另有少数研究认为，肝硬化时全血粘度与正常对照组间无显著性差异。

上述结论不一致的原因主要是由于对影响血液流变学参数测定的诸多因素认识

不足，在病例选择、实验设计等方面考虑不周所致[2]。 

国内因受设备条件的限制，对红细胞变形能力的研究尚少，漆德芳等采用电

镜观察红细胞异形性的方法，间接发现肝硬化患者红细胞变形能力下降，且这一

下降与肝功能的减退有相关性[2]。 

流体力学也告诉我们，流体的流量与流体的粘度呈负相关。所有这些都说
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明，血液流变学因素参与了门静脉高压的形成，对此，我们尚了解甚少。1985

年我国对脑血管病危险因素的大样本流行病学调查表明，肝硬化不在前 10 项危

险因素之内，临床工作中也发现肝硬化患者，脑血管血栓的发病率甚低，而门

静脉血栓并不少见[2]。这提示我们：门静脉血的血液流变学状态不同于体静脉血。

开展门静脉血的血液流变学研究，必将有助于我们对肝硬化门静脉高压成因的

再认识，同时，也有助于制定改善肝脏微循环、促进肝细胞再生、改善肝功能、

降低门静脉压和抑制肝纤维化等进一步发展的治疗方法，为肝硬化门静脉高压

症的治疗开创又一新的途径。 

总之，在肝硬化血液流变学方面研究尚不多，当前的工作也仅限于观察，还没找到用于早期肝硬化诊断及肝硬化

预后判断方面敏感而特异的方法，也还没能指导临床治疗取得重大突破[2]。 

 

§ 1.6 本文的工作 

本文的动物模型是让大鼠通过慢性乙醇中毒和反复接触某些化学物质如四

氯化碳引起中毒性肝炎，最后演变为肝硬化。 

我们首先制备出不同肝硬化程度的大鼠四氯化碳肝硬化模型，然后测量了正

常及不同肝硬化程度情况下门静脉系统主要属支血管的直径、长度、血流量及压

力等血液动力学参数，并且测量了全血粘度、红细胞压积、红细胞变形性、血浆

纤维蛋白原、血红蛋白、红细胞电泳率等常见的血液流变学参数。此外我们还将

鼠肝制成组织学切片，利用光学显微镜进行了肝脏的组织形态学观察。 

利用所测得的全面的鼠肝门静脉系统血管的血液动力学数据，本文建立了以

流阻为基本元件且能同时模拟正常状态及不同肝硬化程度的大鼠肝门静脉系统

的整体生物力学模型，该模型可以求出其它无法直接测量的参数，并对门静脉高

压症的发生做出合理解释。 

根据血液流变学实验和组织形态学观察，我们首次发现：大鼠肝硬化所导致

的血液流变学指标异常，出现在形态学上呈现出典型的假小叶这一肝硬化病态特

征之前的 2~3 周，这个现象还未见国内外类似报道。 
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第二章  肝硬化大鼠门静脉系统血液动力学实验研究 

与整体生物力学模型的建立 

§ 2.1 材料与方法 

§ 2.1.1 实验动物 

选用雌性健康 Wistar 大鼠 50 只，体重 350±25g，鼠龄 3+个月（中国医学科

学院实验动物所提供）。 

 

§ 2.1.2 实验试剂 

2.1.2.1 四氯化碳（CCl4，分析纯）、金龙鱼牌食用花生油、无水乙醇（分析纯） 

2.1.2.2 麻醉剂 

§ 2.1.3 实验仪器 

2.1.3.1 手术刀、镊子、止血钳、动物手术台、脱脂棉、麻醉剂、生理盐水 

         用于大鼠局部解剖 

2.1.3.2 Rm6240A 多道生理记录仪 

         通过微小探针刺入血管，可精确记录血压 

2.1.3.3 激光多普勒血流仪 

敏感探头，主要用来记录血流量 

2.1.3.4 游标卡尺 

测量血管直径，用于计算血管内的流动阻力 

 

§ 2.1.4 实验方法 

2.1.4.1  肝硬化动物模型的建立 

本文的动物模型是让大鼠通过慢性乙醇中毒和反复接触某些化学物质如四

氯化碳引起中毒性肝炎，最后演变为肝硬化。所有大鼠随机分成阳性对照组和肝

硬化组，阳性对照组的 10 只大鼠，每周 1、4 进行花生油皮下注射，0.12ml/100g

鼠重；肝硬化组又分成 7w 和 12w 组，每组各 15 只大鼠。肝硬化组大鼠以 60%

的四氯化碳植物油，每周 1、4 进行皮下注射，0.30ml/100g 鼠重[24]；并每天饮用

10%的乙醇自来水（乙醇采用分析纯）。在用药后的第 7w 和 12w 将鼠麻醉，活

体局部解剖，检测肝门静脉系统主要属支血液动力学参数的变化情况 

 

2.1.4.2  血液动力学指标的测量 

（1） 血流量的测量 
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    将麻醉后的大鼠胸腹部向上平放于手术台上，将肝区对应的腹部皮肤剪开，

暴露肝门静脉系统的主要血管及分支。将激光多普勒血流仪的敏感探头轻轻接触

肝门静脉系统各主要血管，从仪器中记录下每分钟血流量，并根据大鼠体重换算

为每 100g 每分钟血流量 Q(ml/m/100g)。 

（2） 主要血管直径的测量 

    使用游标卡尺测量活体充血状态下，大鼠肝门静脉系统主要血管的直径和长

度，进而计算血管内的阻力。 

（3） 部分主要属支血流压力的测量 

    在测量血流量和血管直径之后，将 Rm6240A 多道生理记录仪的微小探针直

接插入大鼠肝门静脉系统的主要较大的血管：肝门静脉、下腔静脉、脾静脉、胃

静脉、肠静脉和腹主动脉中，读出血压值。由于其它分支过于细小，测量有困难，

故只测量了上述几个主要血管。 

 

§ 2.2 实验结果 

§ 2.2.1 血流量测量的实验结果（s±x） 

这里血流量单位取的是平均 100g 组织每分钟的血流量。(s: 均值；x：标准差，

下同) 

表 2-1 

 血流量（ml/min/100g） 

血管或脏器 阳性对照组 肝硬化 7 周* 肝硬化 12 周 

肝脏 245.8± 27.1 216.3± 22.4 209.1± 21.7 

肝门静脉 163.8± 17.4 120.6± 13.5 107.5± 11.9 

肝动脉 82.2± 10.7 93.8± 10.9 100.7± 11.5 

脾 58.2± 6.0 98.9± 11.4 247.7± 28.1 

脾静脉 53.8± 6.1 96.3± 10.4 217.8± 23.2 

胃 50.5± 5.8 85.8± 8.1 236.5± 23.2 

胃静脉** 48.7± 5.7 193.3± 23.2 233.9± 26.0 

肠 76.0± 8.1 133.0± 13.9 288.5± 30.5 

肠静脉 69.5± 7.2 129.2± 13.0 225.4± 23.3 

* 肝硬化 7 周指的是大鼠肝硬化模型在给药的第 7 周，以次类推，下同。 

** 肝硬化时测量的是胃底曲张静脉，下同 
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§ 2.2.2 压力测量的实验结果（s±x） 

表 2-2 

 压力（kpa） 

血管 阳性对照组 肝硬化 7 周 肝硬化 12 周 

腹主动脉* 12.82± 1.54 9.04± 1.12 7.32± 0.97 

肝门静脉* 1.02± 0.15 2.08± 0.27 3.69± 0.44 

下腔静脉** 0.09± 0.01 0.13± 0.02 0.15± 0.02 

脾静脉* 1.13± 0.20 2.33± 0.24 3.58± 0.41 

脾静脉** 2.57± 0.44 3.20± 0.39 3.92± 0.50 

胃静脉* 1.17± 0.21 2.01± 0.27 3.54± 0.39 

胃静脉** 2.67± 0.22 2.44± 0.19 3.87± 0.47 

肠静脉* 1.14± 0.18 2.34± 0.24 3.58± 0.43 

肠静脉** 2.64± 0.37 3.09± 0.22 3.78± 0.44 

*指血管出口端，**指血管入口端 

 

§ 2.2.3 血管内流阻 R 的实验结果 
本 文 是 通 过 测 量 部 分 血 管 的 长 度 L 和 直 径 D ， 利 用 公 式

R =128μL/(πD4)=0.15939L/D4 来求得血管内的阻力[25]，为了与真正的流阻 R 相区

别，我们用 R 来表示。这里 mmPa ⋅= 91.3μ 。 

表 2-3 

 D(cm) L(cm) R (×1011N×s/m5) 

 阳性对照

组 

肝硬化

7 周组 

肝硬化

12 周组

阳性对

照组 

肝硬化

7 周组 

肝硬化

12 周组

阳性对照

组 

肝硬化

7 周组 

肝硬化

12 周组

门静脉 0.262±  

0.022 

0.199±  

0.019 

0.195±

0.020 

1.036±

0.120 

1.530±

0.155 

1.591±

0.158 

0.0003504 0.001555 0.001754

肝动脉 0.071±  

0.005 

0.076±  

0.009 

0.081±

0.008 

0.991±

0.087 

0.973±

0.098 

0.976±

0.081 

0.06216 0.04649 0.03614 

脾动脉 0.112±  

0.018 

0.128±  

0.022 

0.169±

0.009 

2.006±

0.231 

1.998±

0.314 

1.992±

0.237 

0.02032 0.01186 0.003892

脾静脉 0.126±  

0.014 

0.148±  

0.021 

0.211±

0.017 

1.828±

0.198 

1.825±

0.114 

1.826±

0.133 

0.01156 0.006063 0.001468

胃动脉 0.103±  

0.008 

0.119±  

0.025 

0.158±

0.023 

1.664±

0.180 

1.645±

0.175 

1.648±

0.177 

0.02357 0.01308 0.004215
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胃静脉 0.113±  

0.012 

0.207±  

0.025 

0.223±

0.029 

1.685±

0.143 

1.683±

0.125 

1.686±

0.128 

0.01647 0.001461 0.001087

肠动脉 0.108±  

0.023 

0.116±  

0.029 

0.160±

0.037 

1.134±

0.098 

1.128±

0.189 

1.129±

0.115 

0.01329 0.009930 0.002736

肠静脉 0.114±  

0.009 

0.153±  

0.189 

0.208±

0.133 

1.191±

0.063 

1.187±

0.114 

1.185±

0.102 

0.01123 0.003453 0.001009

 

§ 2.3 正常情况下的大鼠的肝门静脉系统整体生物力学模型 

§ 2.3.1 正常情况下门静脉系统整体模型的几点说明 

（1） 从表 2-1 看到，胃与胃静脉、脾与脾静脉、肠与肠静脉之间的血流量相差

不多，都是脏器的血流量比血管略高一点，这也与门静脉系统整体的解剖

结构相符，因为从胃、脾、肠这些脏器流出的血液除了主要进入胃静脉、

脾静脉和肠静脉之外，还有一小部分血液会进入一些微小的毛细血管，在

误差允许的范围之内，这部分血液可以忽略不记。因此，我们近似的将胃

动脉、胃和胃静脉串联；脾动脉、脾和脾静脉串联；肠动脉、肠和肠静脉

串联； 

（2） 根据门静脉系统的解剖结构，以及我们测量的血流量数据，从胃静脉、脾

静脉和肠静脉流出的血液均汇入到肝门静脉，之后与肝动脉流出的血液共

同汇入到肝脏，因此我们（1）中串联后的三条线路并联，之后与肝门静

脉串联，再与肝动脉并联，最后与肝脏串联起来，这中间仍忽略了一些细

小的交通支以及结点 10 处的压力差异； 

（3） 从表 2-2 可以看出，从腹主动脉、胃静脉/脾静脉/肠静脉、肝门静脉到下

腔静脉，压力值是逐渐递减的，而图 2-1 同样满足此规律； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2-1  正常情况下肝门静脉系统整体模型 
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（4） 从表 2-1 到 2-3 看到，当肝硬化程度加深到一定程度时，形成侧支循环，

这时的整体模型跟未形成侧支循环时的模型应该有所不同。 

§ 2.3.2 正常情况下门静脉系统中无法直接测量的血液动力学参数的求解 

根据节点处质量守恒，我们有： 

P1 - P2 = Q1 R1                                           (2-3-1) 

P2 – P3 = Q12 R12                                         (2-3-2) 

P1 – P4 = Q2 R2                                           (2-3-3) 

P4 – P5 = Q3 R3                                           (2-3-4) 

P5 – P10 = Q4 R4                                           (2-3-5) 

P1 – P6 = Q5 R5                                           (2-3-6) 

P6- P7 = Q6 R6                                            (2-3-7) 

P7 – P10 = Q7 R7                                           (2-3-8) 

P1 – P8 = Q8 R8                                           (2-3-9) 

P8 – P9 = Q9 R9                                          (2-3-10) 

P9 – P10 = Q10 R10                                        (2-3-11) 

P10– P2 = Q11 R11                                         (2-3-12) 

Q2 = Q3 = Q4                                             (2-3-13) 

Q5 = Q6 = Q7                                             (2-3-14) 

Q8 = Q9 = Q10                                            (2-3-15) 

Qin = Q1 + Q2 + Q5 + Q8                                  (2-3-16) 

Q11 = Q2 + Q5 + Q8                                       (2-3-17) 

Q12 = Q1 + Q11                                           (2-3-18) 

Q12 = Qout                                                (2-3-19) 

根据表 2-1 到 2-3，目前我们可以直接测量或间接测量（通过 D、L 计算）

的量包含： 

（1） 压力：腹主动脉压 P1、肝门静脉压 P2、下腔静脉压 P3、脾静脉压 P5、胃

静脉压 P7 和肠静脉压 P9, P10，多数动脉压和脏器的压力无法直接测得； 

（2） 流量：肝动脉流量 Q1, 脾流量 Q3, 脾静脉流量 Q4, 胃流量 Q6, 胃静脉流

量 Q7, 肠流量 Q9, 肠静脉流量 Q10, 门静脉流量 Q11, 肝脏流量 Q12； 
（3） 血管内流阻（通过 R =0.15939L/D4 计算[25]）：肝动脉 1R , 脾动脉 2R , 脾静

脉 4R , 胃动脉 5R , 胃静脉 7R , 肠动脉 8R , 肠静脉 10R , 和门静脉 11R 。 

根据我们的已知量和（2-3-1）至(2-3-19)式，可以直接求出真实流阻 R 的有

（2-3-1）、（2-3-5）、（2-3-8）、（2-3-11）和（2-3-12）式： 

由（2-3-1）式，可以求出：R1=0.1436 （肝动脉）                   (2-3-20) 

由（2-3-5）式，可以求出：R4=0.02677 （脾静脉）                  (2-3-21) 
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由（2-3-8）式，可以求出：R7=0.03080 （胃静脉）                  (2-3-22) 

由（2-3-11）式，可以求出：R10=0.02158 （肠静脉）                (2-3-23) 

由（2-3-12）式，可以求出：R11=0.0007326 （门静脉）              (2-3-24) 

    而其它未知量无法直接求得，为此，我们设真实流阻 R 和血管内流阻 R 满

足线性关系： RcR =     (c 为修正系数)                            (2-3-25) 
根据（2-3-20）至(2-3-25) 式，以及间接测量出来的 1R , 4R , 7R , 10R 和 11R ，

可分别求出修正系数 c1=2.310, c4=2.316, c7=1.870, c10=1.922 和 c11=2.091, 进而求

出修正系数 c 的均值及标准差： 

 c=2.102± 0.1873                                (2-3-26) 

由式（2-3-1）到（2-3-26），可以求出图 2-1 中涉及的其它血管、脏器的血

液动力学参数。 

（1） 流量（ml/min/100g） 

Q2 =58.2  （脾动脉） 

  Q5=48.7  （胃动脉） 

  Q8=76.0  （肠动脉） 

（2） 压力（kpa） 

P4=10.30  （脾） 

  P6=10.29  （胃） 

  P8=10.67  （肠） 

（3） 流阻(kpa×min×100g/ml) 

R2=0.04271 （脾动脉） 

R3=0.1312   （脾） 

R5=0.04954 （胃动脉） 

R6=0.1491   （胃） 

R8=0.02087 （肠动脉） 

R9=0.1061   （肠） 

R12=0.003739（肝脏） 

 

§ 2.4 肝硬化情况下的大鼠的肝门静脉系统整体模型 

§ 2.4.1 肝硬化 7 周 

图 2-2 是肝硬化 7 周时的大鼠门静脉系统整体模型。从表 2-2 可以看出，肝

硬化 7 周时，胃静脉压力比门静脉压力还要低，使胃静脉出现回流障碍，因而循

环发生改变，可造成胃底静脉曲张出血，这部分血流绕过肝脏而直接回心，是门

静脉高压症引发的一个主要的侧支循环，因此，在这里，我们将胃底曲张静脉与

门静脉并联，来表示该侧支循环。 

． 



北京大学博士学位论文 

 97

根据表 2-1 到 2-3，目前我们可以直接或间接测量的量包含：P1, P2, P3, P5, P8, 
P9, P10, Q1, Q3, Q4, Q6, Q7, Q9, Q10, Q11, Q12, 1R , 2R , 4R , 5R , 7R , 8R , 10R , 11R 。 

 根据节点处质量守恒，我们有： 

P1 - P2 = Q1 R1                                         (2-4-1-1) 

P2 – P3 = Q12 R12                                        (2-4-1-2) 

P1 – P4 = Q2 R2                                         (2-4-1-3) 

P4 – P5 = Q3 R3                                         (2-4-1-4) 

P5 – P9 = Q4 R4                                         (2-4-1-5) 

P1 – P6 = Q5 R5                                         (2-4-1-6) 

P6- P9 = Q6 R6                                          (2-4-1-7) 

P9 – P10 = Q7 R7                                        (2-4-1-8) 

P1 – P7 = Q8 R8                                         (2-4-1-9) 

P7 – P8 = Q9 R9                                        (2-4-1-10) 

P8 – P9 = Q10 R10                                       (2-4-1-11) 

P9– P2 = Q11 R11                                        (2-4-1-12) 

Q2 = Q3 = Q4                                           (2-4-1-13) 

Q5 = Q6                                                (2-4-1-14) 

Q8 = Q9 = Q10                                          (2-4-1-15) 

Qin = Q1 + Q2 + Q5 + Q8                                (2-4-1-16) 

Q11  + Q7 = Q2 + Q5 + Q8                                (2-4-1-17) 

Q12 = Q1 + Q11                                          (2-4-1-18) 

Q12 = Qout                                               (2-4-1-19) 

根据我们的已知量和（2-4-1-1）至(2-4-1-19)式，可以直接求出真实流阻 R

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2-2  肝硬化 7 周时肝门静脉系统整体模型 
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的有（2-4-1-1）、（2-4-1-5）、（2-4-1-8）、（2-4-1-11）和（2-4-1-12）式： 

由（2-4-1-1）式，可以求出：R1=0.07420 （肝动脉）               (2-4-1-20) 

由（2-4-1-5）式，可以求出：R4=0.009034 （脾静脉）              (2-4-1-21) 

由（2-4-1-8）式，可以求出：R7=0.002224 （胃静脉）              (2-4-1-22) 

由（2-4-1-11）式，可以求出：R10=0.005805 （肠静脉）            (2-4-1-23) 

由（2-4-1-12）式，可以求出：R11=0.002073 （门静脉）            (2-4-1-24) 

类似§ 2.3，我们依然设真实流阻 R 和血管内流阻 R 满足线性关系： 

RcR =     (c 为修正系数)                       (2-4-1-25) 
根据（2-4-1-20）至(2-4-1-25) 式，以及间接测量出来的 1R , 4R , 7R , 10R 和

11R ，可分别求出修正系数 c1=1.596, c4=1.490, c7=1.523, c10=1.681 和 c11=1.333, 进

而求出修正系数 c 的均值及标准差： 

 c=1.525± 0.1162                                (2-4-1-26) 

由式（2-4-1-1）到（2-4-1-26），可以求出图 2-2 中涉及的其它血管、脏器的

血液动力学参数。 

(1) 流量（ml/min/100g） 

Q2 =98.9  （脾动脉） 

  Q5=85.8  （胃动脉） 

  Q8=133.0  （肠动脉） 

(2) 压力（kpa） 

P4=7.255  （脾） 

  P6=7.334  （胃） 

  P7=7.016  （肠） 

(3) 流阻（kpa×min×100g/ml） 

R2=0.01809 （脾动脉） 

R3=0.04111  （脾） 

R5=0.01995 （胃动脉） 

R6=0.05719  （胃） 

R8=0.01514 （肠动脉） 

R9=0.02937  （肠） 

R12=0.009039（肝脏） 

 

§ 2.4.2 肝硬化 12 周 

图 2-3 是肝硬化 12 周时的大鼠门静脉系统整体模型。从表 2-2 可以看出，

肝硬化 12 周时，由于门静脉压力高于胃静脉、脾静脉和肠静脉的压力，使胃静

脉、脾静脉和肠静脉出现回流障碍，因而循环发生改变，可能造成胃、脾及肠出

． 
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现高血流状态，严重的导致胃底静脉曲张出血。这时，应该形成比肝硬化 7 周时

更为广泛的侧支循环，因此，在这里，我们将胃底曲张静脉、脾静脉、肠静脉同

时与门静脉并联，来表示更为广泛的侧支循环。 

根据表 2-1 到 2-3，目前我们可以直接或间接测量的量包含：P1, P2, P3, P7, P8, 
P9, P10, Q1, Q3, Q4, Q6, Q7, Q9, Q10, Q11, Q12, 1R , 2R , 4R , 5R , 7R , 8R , 10R , 11R 。 

根据节点处质量守恒，我们有： 

P1 - P2 = Q1 R1                                         (2-4-2-1) 

P2 – P3 = Q12 R12                                        (2-4-2-2) 

P1 – P4 = Q2 R2                                          (2-4-2-3) 

P4 – P7 = Q3 R3                                          (2-4-2-4) 

P7– P8 = Q4 R4                                          (2-4-2-5) 

P1 – P5 = Q5 R5                                          (2-4-2-6) 

P5- P7 = Q6 R6                                          (2-4-2-7) 

P7– P9 = Q7 R7                                          (2-4-2-8) 

P1 – P8 = Q8 R8                                          (2-4-2-9) 

P6 – P7 = Q9 R9                                         (2-4-2-10) 

P7 – P10 = Q10 R10                                       (2-4-2-11) 

P7– P2 = Q11 R11                                        (2-4-2-12) 

Q2 = Q3                                                (2-4-2-13) 

Q5 = Q6                                                (2-4-2-14) 

Q8 = Q9                                                (2-4-2-15) 

Qin = Q1 + Q2 + Q5 + Q8                                (2-4-2-16) 

Q11 + Q7 + Q4 + Q10= Q2 + Q5 + Q8                      (2-4-2-17) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2-3  肝硬化 12 周时肝门静脉系统整体模型 
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Q12 = Q1 + Q11                                         (2-4-2-18) 

Q12 = Qout                                              (2-4-2-19) 

根据我们的已知量和（2-4-2-1）至(2-4-2-19)式，可以直接求出真实流阻 R

的有（2-4-2-1）、（2-4-2-5）、（2-4-2-8）、（2-4-2-11）和（2-4-2-12）式： 

由（2-4-2-1）式，可以求出：R1=0.03605 （肝动脉）               (2-4-2-20) 

由（2-4-2-5）式，可以求出：R4=0.001561 （脾静脉）              (2-4-2-21) 

由（2-4-2-8）式，可以求出：R7=0.001411 （胃静脉）              (2-4-2-22) 

由（2-4-2-11）式，可以求出：R10=0.0008873 （肠静脉）           (2-4-2-23) 

由（2-4-2-12）式，可以求出：R11=0.002140 （门静脉）            (2-4-2-24) 

设真实流阻 R 和血管内流阻 R 满足线性关系： 

RcR =     (c 为修正系数)                       (2-4-2-25) 
根据（2-4-2-20）至(2-4-2-25) 式，以及间接测量出来的 1R , 4R , 7R , 10R 和

11R ，可分别求出修正系数 c1=1.000, c4=1.063, c7=1.298, c10=0.880 和 c11=1.220, 进

而求出修正系数 c 的均值及标准差： 

 c=1.092± 0.1507                               (2-4-2-26) 

由式（2-4-2-1）到（2-4-2-26），可以求出图 2-3 中涉及的其它血管、脏器的

血液动力学参数。 

(1) 流量（ml/min/100g） 

Q2 =247.7  （脾动脉） 

  Q5=236.5  （胃动脉） 

  Q8=288.5  （肠动脉） 

(2) 压力（kpa） 

P4=6.281  （脾） 

  P5=6.245  （胃） 

  P6=6.466  （肠） 

(3)流阻（kpa×min×100g/ml） 

R2=0.004250（脾动脉） 

R3=0.009645 （脾） 

R5=0.004603（胃动脉） 

R6=0.01017  （胃） 

R8=0.002988（肠动脉） 

R9=0.008728 （肠） 

R12=0.01716（肝脏） 
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§ 2.5 分析与讨论 

§ 2.5.1 计算所得的其他血液动力学参数（只考虑均值） 
（1） 流量 

表 2-4 
 血流量（ml/min/100g） 
血管 阳性对照组 肝硬化 7 周 肝硬化 12 周 
脾动脉 58.2 98.9 247.7 
胃动脉 48.7 85.8 236.5 
肠动脉 76.0 133.0 288.5 
 
（2） 压力 

表 2-5 
 压力（kpa） 
血管 阳性对照组 肝硬化 7 周 肝硬化 12 周 
脾动脉* 10.30 7.255 6.281 
胃动脉* 10.29 7.334 6.245 
肠动脉* 10.67 7.016 6.466 
*指血管末端，**指血管始端 
 
（3） 真实流阻 

表 2-6 
 流阻 R(kpa×min×100g/ml) 
血管或脏器 阳性对照组 肝硬化 7 周 肝硬化 12 周 
肝脏 0.003739 0.009039 0.01716 
肝门静脉 0.0007326 0.002073 0.002140 
肝动脉 0.1436 0.07420 0.03605 
脾 0.1312 0.04111 0.009645 
脾动脉 0.04271 0.01809 0.004250 
脾静脉 0.02677 0.009034 0.001561 
胃 0.1491 0.05719 0.01017 
胃动脉 0.04954 0.01995 0.004603 
胃静脉 0.03080 0.002224 0.001411 
肠 0.1061 0.02937 0.008728 
肠动脉 0.02087 0.01514 0.002988 
肠静脉 0.02158 0.005805 0.0008873 
 

1
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§ 2.5.2 分析与讨论 

1．大鼠肝硬化前后门静脉系统血流量比较： 

（1） 如表 2-1 所示，肝硬化时门静脉的血流量要比正常时有所降低，肝硬化程

度越深，门静脉血流量越少。这是因为肝硬化时门静脉血管阻力有所增加，

而且压力剧增，超过胃静脉、脾静脉及肠静脉，致使胃静脉、脾静脉和肠

静脉出现回流障碍，形成侧支循环，降低了门静脉血流量。 

（2） 如表 2-1 所示，肝硬化情况下，大鼠肝动脉血流量明显升高，并随程度的

加重，呈递增趋势，而门静脉入肝血流明显下降，总肝血流量明显减少，

这说明也是因为血管阻力的存在，门静脉血流量减少，从而影响了肝脏的

血供，而且门静脉高压症伴有门静脉侧支循环开放，有部分血流绕过肝脏

而直接回心，同时肝动脉与门静脉血流有相互代偿作用的特性，以维持肝

脏血液供应，进一步表明门静脉高压时内脏小动脉扩张的存在[26]。 

（3） 如表 2-1、2-4 所示，在肝硬化 7 周和 12 周胃动脉、胃以及胃静脉流量剧

增，并导致了不同程度的胃底静脉曲张，这是因为门静脉血管阻力增加导

致侧支循环的建立，流入胃静脉和胃的血流量成倍增加，严重的还会导致

胃底静脉曲张破裂出血[25,27]。 

（4） 从表 2-1、2-4 可以看出，肝硬化情况下脾动脉、脾及脾静脉的血流量也

有较大幅度增加，同样是由门静脉血管阻力增加导致侧支循环的形成而引

起的，使得脾静脉的血流量激增，可导致充血性脾肿大和脾功能亢进等疾

病[29]。 

（5） 随着肝硬化程度的加深，肠动脉、肠静脉和经过肠的血流量都有明显的增

加，有利的证明了肝硬化时肠系膜高动力循环的存在[8,27-28]，而且肝硬化

程度越高，肠系膜高动力循环越明显。 

（6） 流经主要脏器的血流量变化还可以从神经学的角度来解释：由于门静脉入

肝血流量的减少引起肝窦灌注压下降，可激发肝至内脏血管床的反馈机

制，从而兴奋内脏交感神经，引起内脏毛细血管前微动脉扩张，导致内脏

血流量代偿性增加，以弥补门静脉血流的减少[30]。 

 

2．大鼠肝硬化前后门静脉系统压力比较： 

（1） 从表 2-2 可以看出，肝硬化程度越高，肝门静脉的压力就越大，在肝硬变

较严重的情况下，压力可升至正常时的 3 倍多，所以说肝硬化是门静脉高

压症的最常见病因，这也与以往的研究结果相符[2,5,6,14,19,24]； 

（2） 从表 2-2、2-5 可以看出，在门静脉高压的影响下，下腔静脉、胃静脉、

脾静脉和肠静脉的压力值总的趋势也是随肝硬化程度的加深而增加； 

（3） 从表 2-2 可以看出，在门静脉高压时（如肝硬化 12 周），门静脉压力高于
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胃静脉、脾静脉和肠静脉的压力，使胃静脉、脾静脉和肠静脉出现回流障

碍，因而循环发生改变，可能造成胃、脾及肠出现高血流状态，严重的导

致胃底静脉曲张出血、充血性脾肿大等疾病[27-29]； 

（4） 从表 2-2、2-5 可以看出，肝硬化时，一些动脉的压力如腹主动脉、脾动

脉、胃动脉及肠动脉反而有所降低，与以往文献报导中关于门静脉高压症

时平均动脉压有所下降[26,31]相吻合。 

 

3．大鼠肝硬化前后门静脉系统流阻比较： 

（1） 从表 2-6 可以看出，肝硬化情况下门静脉及肝脏的流阻都有大幅度升高，

其中门静脉的流阻为正常时的 3 倍左右，肝脏的流阻将近正常时的 5 倍，

这与门静脉高压症形成理论十分吻合[2,25]； 

（2） 从表 2-6 可以看出，肝硬化时门静脉系统的其他血管和脏器的流阻都有不

同程度的下降，包括肝动脉、脾动脉、脾静脉、胃动脉、胃静脉、肠动脉、

肠静脉、脾、胃、肠，这因为在肝硬化情况下，这些血管和脏器的血流量

均有较大程度升高，导致血管直径增粗，流阻减少。 

 

4．PHT 形成和维持的两个必要条件是内脏血流量的增加和门静脉血管阻力的增

高[2,13,17]，这与我们的测量结果及由本模型计算所得的结果是十分吻合的。 

 

5．本文测量的这些血管和脏器的血液动力学参数是迄今为止所给最全面的，以

往的门静脉高压症血液动力学研究往往只局限于门静脉的血流量、压力的研

究而忽略了整个门静脉系统的其它属支，由于门静脉血管的特殊性，它与周

围的动静脉血管有着很丰富的吻合交通，所以建立一个整体的门静脉系统模

型对于研究门静脉高压症及肝硬化的发病机制是十分必要的。本文根据所测

量的大鼠门静脉系统的血液动力学参数，给出了正常时、肝硬化 7 周及肝硬

化 12 周的大鼠肝门静脉系统整体模型，该模型与所测的数据基本吻合，并可

以求出其他无法直接测量的参数，并对门静脉高压症的发生做出合理解释。 
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第三章 肝硬化大鼠血液流变学与病理学实验研究 

§ 3.1 材料与方法 

§ 3.1.1 实验动物 
选用雌性健康 Wistar 大鼠 110 只，体重 350±25g，鼠龄 3+个月（中国医学

科学院实验动物所提供）。 
§ 3.1.2 实验试剂 
3.1.2.1  四氯化碳（CCl4，分析纯）、金龙鱼牌食用花生油、无水乙醇（分析纯） 
3.1.2.2  37～40%甲醛溶液（福尔马林）、二甲苯、中性树脂 
3.1.2.3  苏木精-伊红染液、天狼猩红染液 
3.1.2.4  肝素，蔗糖，生理盐水 
3.1.2.5  15%PVP 溶液：（15g PVP，284mg Na2HPO4 ，68mg KH2PO4 ，0.38g  

NaCl，溶于 100ml 蒸馏水中，用 10%NaOH 调 pH 值至 7.4，渗透压为

300mOsm/Kg，粘度为 15mPa·s，MW=30Kda） 
3.1.2.6   等渗 PBS：（140mM NaCl，2.7mM KCl，10mM Na2HPO4，1.8mM  

KH2PO4，pH7.4，295mOsm/kg） 
3.1.2.7   琼脂盐桥：1g 琼脂溶于 100ml 生理盐水中，水浴煮沸，冷却成胶冻状，

4°C 保存，备用 
§ 3.1.3 实验仪器 
3.1.3.1 光学显微镜（日本 Olympas 公司产品） 

3.1.3.2 WGP-300 型隔水式电热恒温培养箱 

3.1.3.3 1130/Biocut 切片机 

3.1.3.4 北京产 LBY-N6A 型旋转式血液粘度计 

3.1.3.5 压积管 

3.1.3.6 3F-2 型多功能微量高速离心机（北京医用离心机厂产品） 

3.1.3.7 LBY-BX2 型激光衍射仪（北京普利生公司产品） 

3.1.3.8 F-820 血球计数仪（日本 Symex 公司产品） 

3.1.3.9 细胞电泳仪 LIANG-100（复旦大学医学院产品） 

 
§ 3.1.4 实验方法 
3.1.4.1 肝硬化动物模型的建立 

所有大鼠随机分成对照组和肝硬化组，对照组分正常鼠（10 只，不经任何

处理）和阳性对照组（10 只，每周 1、5 进行花生油皮下注射，0.12ml/100g 鼠重）；

肝硬化组又分成 2、4、5、7、8、10w 组，每组各 15 只大鼠。肝硬化组大鼠以

60%的四氯化碳植物油，每周 1、4 进行皮下注射，0.30ml/100g 鼠重[24]；并每天
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饮用 10%的乙醇自来水（乙醇采用分析纯）。在用药后的第 2、4、5、7、8、10w
杀鼠，下腔静脉取血进行比较。 

3.1.4.2 病理学观察 

1．杀鼠取肝组织，肉眼观察形态上的变化，测量各组鼠肝重量； 
2．将鼠肝制成组织学切片： 
（1） 取肝组织块，大小 1.0×0.5×0.5cm3； 
（2） 组织块先放到福尔马林溶液（10%甲醛溶液）中固定 3 日以上，再用蒸

馏水洗去甲醛； 
（3） 组织块梯度酒精脱水，即先用浓度为 60%的酒精浸泡 2 小时、再用 70%

酒精浸泡 4 小时、接着用 80%酒精浸泡过夜、随后用 95%酒精分两次

浸泡，各浸泡 45 分钟、然后用 100%酒精分两次浸泡，每次浸泡 20 分

钟； 
（4） 将组织块用二甲苯透明，即将脱水后的组织块分两次浸泡到二甲苯溶

液中，每次浸泡 20 分钟，以便接下来的石蜡可以充分溶解到组织内的

二甲苯中； 
（5） 将组织块用石蜡包埋，以便切片； 
（6） 在石蜡切片机上切片，片厚 5-10μm。 
3．对切片行苏木精-伊红（H-E）染色观察肝细胞的情况： 
（1） 烤干的石蜡切片经两次二甲苯脱蜡，每次 10 分钟； 
（2） 经两次无水乙醇洗去二甲苯，每次 8 分钟； 
（3） 经 95％、90％、80％、70％梯度酒精入水，每次 5 分钟； 
（4） 流水洗去酒精，入蒸馏水； 
（5） 入 Mayer 苏木精（染细胞核） 5 分钟，自来水冲洗蓝化； 
（6） 经蒸馏水后，入 1％伊红染液，染色 7 分钟； 
（7） 依次入蒸馏水、80％、90％、95％酒精各 2 分钟，并快速镜检染色效

果； 
（8） 经两次无水乙醇脱水，每次 5 分钟，经两次二甲苯透明，每次 10 分钟； 
（9） 将玻片取出，擦去切片四周的二甲苯，滴加树胶，用盖片封好。 
4．对切片行天狼猩红染色观察肝纤维变的情况： 
（1） 烤干的石蜡切片经两次二甲苯脱蜡，每次 10 分钟； 
（2） 经两次无水乙醇洗去二甲苯，每次 5 分钟； 
（3） 经 95％、90％、80％、70％梯度酒精后入水，每次 2 分钟； 
（4） 流水洗去酒精，入蒸馏水； 
（5） 入 1%天狼猩红溶液，37℃，30 分钟； 
（6） 入蒸馏水洗去浮色，依次入 70％、80％、90％、95％酒精各 2 分钟，

并快速镜检染色效果； 
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（7） 经两次无水乙醇脱水，每次 10 分钟，经两次二甲苯透明，每次 10 分

钟； 
（8） 将玻片取出，擦去切片四周的二甲苯，滴加中性树胶，盖片封固。 

 

3.1.4.3 血液流变学指标的测量 

1. 全血粘度的测量 
    从大鼠下腔静脉取血，肝素抗凝；取 1 ml 血样用北京产 LBY-N6A 型旋转

式血液粘度计测取切变率为 10 s-1、100s-1 下的全血粘度值；每只鼠取三个血样，

测量三次，结果取平均值。 
2. 红细胞压积的测定 

抗凝后的血样通过毛细作用流入压积管内，吸至 3/4~4/5 管即止，取血端用

橡皮泥封口，将毛细管放到西安产 3F-2 型多功能微量高速离心机平面转盘毛细

管槽内，对准序号，对称放置，10000rpm 离心 5 分钟；用红细胞压积测量尺测

量各管内的红细胞压积；每只鼠的血样取三管，测量结果取平均值。 

3. 血浆纤维蛋白原含量的测定 

按照 2 的办法离心后，分离出血浆和血细胞。然后将毛细管置于 56℃的水

浴中加热 5 分钟，以待纤维蛋白原析出，再进行 10000rpm 离心 5 分钟，读取血

浆中沉淀物刻度，即可算出血浆纤维蛋白原含量；每只鼠的血样取三管，测量结

果取平均值。 

4. 红细胞计数与血红蛋白含量的测定 

在 F-820 血球计数仪上对血样进行红细胞计数血红蛋白含量的测定 

5. 红细胞变形指数的测量 

取 20 μl 全血与 2.5ml 的 15%PVP 均匀混合，制成红细胞悬浮液；吸取 600μl
悬浮液放入北京产 LBY-BX2 新型激光衍射仪，分别测定切变率 150 −= sγ& 和

11000 −= sγ& 下的红细胞变形指数 DI 及红细胞总变形指数 IDI。 

6. 红细胞电泳率的测定 

（1） 离心收集细胞，用生理盐水清洗一次（1000rpm，5min），弃上

清；  
（2） 用 9%（w/v）蔗糖溶液将细胞配成 2×106/ml 的悬液；  
（3） 测定静止层：将注入水的长方形毛细管安放在电泳小室槽，电

泳小室槽安装在载物台上，借助目镜测微器，在低倍镜下找到

从前壁线到后壁线的 1/10 距离为静止层，以下的测量均在静止

层上进行；  
（4） 将细胞悬液通过毛细作用注入电泳小室，安装在电泳小室槽内，

两端连上琼脂盐桥后，安装在载物台上；  
（5） 每次测量选定 10 个细胞，测量其在 30℃、40V 的电压下，移过
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2 格（每格 165μm）一个来回的时间，求 10 个细胞的平均时间，

并计算电泳率；每个细胞样品测量 3 次，将得到的电泳率求平

均值和标准差；  
 

§ 3.2 测量结果 

§ 3.2.1 病理学方面的测量结果 

3.2.1.1 大鼠体重的变化 

图 3-1  大鼠体重（*P<0.05）随肝硬化时间的变化 

从图 3-1 中可以看到，随着肝硬化程度的加深，大鼠体重下降，5 周之前下

降迅速，4 周体重即出现较为明显的降低，5 周（week=5）肝硬化组体重显著降

低（与正常对照组的组间 t 检验 P<0.05），之后趋于平缓下降。 
 

3.2.1.2 肝脏组织形态学变化肝脏的肉眼形态学观察 

图 3-2  大鼠肝重（*P<0.05）随肝硬化时间的变化 

（图 3-3~图 3-6 见第 117 页“附图”） 

（1） 从图 3-2 和图 3-3 可以看出，正常大鼠的肝脏呈紫红色，分多叶，

边缘薄锐，表面湿润光滑，肝门静脉略充盈，肝重 10.2±0.56g。 
（2） 肝硬变 2 周组大鼠的肝脏与正常鼠肝未见明显差异，肝重 10.1±

1.12g。 
（3） 随着实验的进程，如图 3-2 和图 3-4 所示，肝硬变 4 周组（与正常
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对照组的组间 t 检验 P<0.05）大鼠的肝脏的体积和重量明显增大，

肝重 12.6±1.67g 呈不均匀的暗红色，边缘较薄锐，表面有明显的

纤维样结构，肝门静脉明显充盈； 
（4） 到了肝硬化 7 周，如图 3-2 和 3-5 所示，大鼠的肝脏明显增大，重

量可达正常时的两倍，重 18.45±2.55g，呈不均匀的暗红色，边缘

开始出现钝圆，表面有明显的纤维样结构，肝脏硬度增加； 
（5） 如图 3-2 和 3-6 所示，肝硬变 10 周组鼠肝较苍白，边缘明显钝圆，

表面可见大小不一的细小结节，并与周围的组织的粘连较重，肝门

静脉充盈及增粗明显，肝脏较 7 周鼠肝略有缩小，重 17.44±1.90g。 

3.2.1.3  肝脏的组织形态学观察 

（图 3-7~图 3-18 见第 118-119 页“附图”） 

从图 3-7~图 3-18 中，可以看到： 

（1）大鼠 2 周肝硬化组的肝组织结构基本正常，仅在汇管区周围的肝细胞出现

少量的脂肪变； 

（2）肝硬化 4～6 周组的肝小叶结构仍基本正常，肝小叶内肝细胞出现脂肪变，

并可见坏死的肝细胞以及肝细胞的分裂像，汇管区和肝索内胶原纤维增生； 

（3）7～10 周肝硬化组肝小叶结构出现异常，甚至已没有了正常的肝小叶结构，

而是被汇管区和中央静脉区大量增生的Ⅰ、Ⅲ型胶原纤维（在天狼腥红组

化染色中，偏振光显微镜下，Ⅰ型胶原呈红色，Ⅲ型胶原呈绿色）相互联

接形成的纤维隔所分割，形成大小不等的肝细胞团块，称为假小叶。脂肪

变性的肝细胞相对减少，但坏死的肝细胞明显增多，已呈现典型的肝硬化。 

 

§ 3.2.2 血液流变学方面的测量结果 

3.2.2.1 红细胞指标的变化图表 

表 3-1  各组间的血液流变学参数值（s±x） 

组别 

 

红细胞计

数 (1012) 

血红蛋白 

(g/L) 

红细胞压积

（%） 

纤维蛋白原

(g/L) 

全血粘度 (mPa.s) 

10/s    100/s 

正常组(normal) 7.55±1.10 13.44±1.33 51.36±2.03 2.60±0.72 10.54±1.32 5.22±0.36

对照组(control) 7.52±1.09 13.31±1.49 52.07±1.98 3.03±1.07 10.97±1.41 5.38±0.59

L2w* 7.68±1.44 12.55±1.76 42.05±1.55 2.87±0.85 10.33±1.40 3.87±0.55

L4w 7.70±1.28 12.22±1.45 36.21±1.23 2.24±0.63 9.80±1.36 3.92±0.71

L5w 6.81±1.69 11.94±1.36 37.87±1.55 1.90±0.30 9.97±1.68 3.51±0.53
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L7w 6.53±1.31 12.83±1.66 46.12±1.78 2.12±0.57 9.17±1.56 3.97±0.45

L8w 6.16±1.42 12.89±1.44 40.13±2.94 1.80±0.63 9.85±2.02 3.04±0.81

L10w 6.39±1.40 12.61±1.14 33.32±2.77 1.41±0.48 9.87±1.70 3.01±0.76

*L2w: 肝硬化 2 周组，即大鼠肝硬化模型给药 2 周，其它以次类推 
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    图 3-19 各组大鼠红细胞变形指数值         图 3-20 各组大鼠红细胞电泳率的变化 

 

3.2.2.2 血液流变学变化规律分析 
从表 3-1 和图 3-19、3-20 可以看出： 
（1） 肝硬化 2 周和 4 周组的红细胞计数与对照组没有明显差异，5 周、7 周、8

周和 10 周肝硬化组红细胞数出现了下降的趋势，但与其它的几组间没有

显著的统计学差异(与正常对照组的组间 t 检验 P>0.05)； 
（2） 肝硬化各组大鼠的血红蛋白含量均明显低于对照组(P<0.05)，早期(2 周)

便出现了降低，到第 5 周达最低点，而肝硬化各组间的血红蛋白含量差异

不显著(P>0.05)；  
（3） 与正常组及对照组相比，肝硬化情况下大鼠红细胞压积在给药的第 4 周出

现显著的异常降低（与正常对照组的组间 t 检验 P<0.05），至 6～7 周趋于

平稳，随后又迅速降低，至 10 周肝硬化模型组降为最低值（与 7 周肝硬

化模型组的组间 t 检验 P<0.05）；， 
（4） 由图 3-19 可见，在高切变率下，肝硬化大鼠的红细胞变形指数在 2w 后开

始出现降低，至 5w 后趋于平稳，与对照组间存在显著性差异(P <0.05)；
在低切变率下，肝硬化大鼠的红细胞变形指数则在 5w 后开始出现降低，

至 7w 后趋于平稳，7w 以上的肝硬化组与对照组间存在显著性差异

(P<0.05)，而 5w 以前的肝硬化组与对照组间的差异不显著(P>0.05)；本实

验中肝硬化各组大鼠的红细胞总变形指数（IDI）明显低于对照组(P<0.05)，
特别在 5w 以后的各组更为显著。 

（5） 由表 3-1 可见，2w 和 4w 组的血浆纤维蛋白原含量与对照组没有明显的差
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异(P>0.05)；但在 5w-10w 组血浆纤维蛋白原含量明显降低，并且有持续

下降的趋势，与对照组间存在显著的统计学差异(P<0.05)； 
（6） 与对照组大鼠相比，肝硬化各组的全血粘度值在高、低切变率下均有下降

的趋势，但各组间差异不显著（P>0.05）； 
（7） 由图 3-20 可见，对照组和 2w 肝硬化组的红细胞电泳率没有明显的差异，

但 5w、7w 和 10w 肝硬化组的红细胞电泳率明显递增，与对照组和 2w 组

间存在明显差异(P<0.05)。提示：本实验中的肝硬化大鼠模型，从第 5 周

起，直接影响红细胞电泳率的红细胞表面电荷持续增加 
 
§ 3.3 结果与讨论 

§ 3.3.1 大鼠肝硬化模型的制备 

    四氯化碳是一种亲肝性的化学毒物，在建立化学性肝硬化模型时经常应用。

四氯化碳所致的慢性中毒可引起肝细胞的变性和坏死、胶原纤维的增生形成肝纤

维化，最后形成大/小结节型肝硬化。目前常用的方法是利用四氯化碳与植物油

或橄榄油混合成 20%~60%的浓度，每 3~7 天皮下注射一次，一般情况下，一周

后即可见肝的胶原纤维增生，5~7 周可出现假小叶，7~12 周即可形成典型的肝硬

化。 
本实验采用了 60%的四氯化碳植物油皮下注射大鼠，并饮用 10%的酒精形

成大鼠的化学性和酒精性肝硬化模型。在注射 1 周后，大鼠便出现了体重的不增

或降低，精神萎靡，进食较差；2 周肝硬化大鼠的肝脏开始有增大的趋势，鼠重

也开始下降，肝组织结构基本正常，仅在汇管区周围的肝细胞出现少量的脂肪变；

4 周肝硬化大鼠体重有较为显著的下降，肝脏的体积和重量显著增加，肝小叶结

构仍基本正常，肝小叶内肝细胞出现明显的脂肪变，并可见坏死的肝细胞以及肝

细胞的分裂像，汇管区和肝索内胶原纤维增生（2 级）；7 周肝硬化大鼠的体重下

降至接近最低，约为实验开始时的 1/2~3/5，肝脏增大至正常时的 2 倍，而且此

前约有 10%~15%的大鼠并发胃底的出血而死亡；Ⅰ、Ⅲ型胶原纤维明显增生，

在一些区域形成假小叶（4-5 级），肝细胞的坏死和分裂像常见。10 周肝硬化大

鼠的体重相对稳定，肝脏较 7 周时减小；光镜下，肝纤维化（5 级）明显，已形

成了典型的假小叶，即形成了典型的肝硬化大鼠模型。因此，对本实验模型而言，

肝硬化形成初期是指大鼠在连续注射 10 周的这段时间。 
该模型的优点是形成全肝性的肝硬化，而且对血浆和红细胞也均有不同程度

的影响，因此是进行肝脏病理学以及血液流变学研究较为理想的模型。 
 

§ 3.3.2 大鼠肝硬化形成早期的临床血液流变学改变 
由于肝硬变早期的肝功能异常所造成的肝脏合成某些大分子物质的改变，

可能会引起血液流变学各参数的变化，因此，在肝硬变形成早期系统研究临床血
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液流变学各参数的变化规律，可能有助于指导临床肝硬变的早期诊断治疗。 
大多数研究认为[36]，肝硬化时全血粘度、血浆粘度均高于正常，而红细胞

的变形能力则低于正常，血细胞压积无明显变化。本研究通过对肝硬化大鼠多项

临床血液流变学参数的系统检测后发现，在肝硬化早期的红细胞数量和全血粘度

的降低不明显，而红细胞变形指数、血红蛋白和血浆纤维蛋白原含量在给药的第

4~5w 出现了明显的下降。成年人的全血粘度相对稳定，但易受多种因素影响，其

中最主要的有血细胞压积、血浆粘度、红细胞变形性等。血浆粘度的高低与所含的

大分子物质如纤维蛋白原、脂蛋白等的浓度呈正相关，而血浆粘度的降低则使全

血粘度下降。红细胞变形指数则是造成全血粘度上升的一个重要因素，这主要是由

于肝硬化引起红细胞膜脂质的代谢紊乱[37]，形成了“棘形红细胞” [38]，降低了红细

胞的变形能力所致。红细胞血红蛋白含量与红细胞的内粘度成正比。由此可见，在

大鼠肝硬化的形成早期，红细胞变形指数、血浆纤维蛋白原和红细胞血红蛋白含量

下降等综合结果，是本实验出现全血粘度降低不明显的原因。 
另外，红细胞电泳实验表明，5周以上的肝硬化大鼠的红细胞电泳率显著增

加，这说明了其红细胞表面电荷的增加，而细胞表面的蛋白质、脂类和多糖都带

有可电离的基团，如羟基、磷酸基等。因此，细胞的电泳行为异常，实际上是反

映了构成细胞表面的各个组分中的某一个或几个发生改变后的整体状况体现。同

时，红细胞的表面电荷又是影响红细胞聚集的主要因素，二者呈反相关。而实验

中所出现的红细胞电泳率的递增，与文献报道的肝硬化时红细胞聚集性的下降相

吻合[36]。 
总之，大鼠肝硬变形成早期，在形态学上出现典型假小叶之前的 2w 左右，

其血液流变学已经出现明显的异常。因此，通过对血液流变学各参数的联合检测，

可能有助于肝硬变的及早发现和治疗。 
 
§ 3.3.3 大鼠肝硬化形成早期的肝脏病理学改变及其与血液流变学改变的关系 

在给药的第 4 周或第 5 周起开始出现红细胞计数、血红蛋白含量、红细胞压

积、红细胞变形指数、血浆纤维蛋白原含量以及全血粘度等血液流变学参数的显

著异常，至 6~7 周趋于平稳。与肝脏病理学上的变化相对比，可以说明：大鼠肝

硬化所致的血液流变学指标改变，在形态学上开始出现典型的假小叶（第 7 周左

右）之前的 2~3 周，便已经出现了显著异常。因此，通过对血液流变学各参数

的联合检测，可能对及早发现肝硬化提供帮助。另外，通过监测肝脏病理学与血

液流变学各指标发现，它们的变化对应的很好，血液流变学指标的异常程度与肝

功能的损害程度有关，因此，通过对血液流变学各参数的联合检测，也可能对判

断肝功能损害的程度提供帮助，从而提高肝硬化的临床疗效。 
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第四章  总结、创新点及进一步的工作 
 

§ 4.1 总结 

肝门静脉高压症（Portal hypertension，PHT）是世界范围内的一种常见病、

多发病，严重影响病人的生存质量。血液动力学及流变学研究对于揭示 PHT 的

发病机理，探讨其并发症出血的危险性，选择恰当的手术方式和手术时机以至检

验药物的疗效等方面都有重要意义。 

PHT 的主要发病原因是肝硬化。本文的动物模型是让大鼠通过慢性乙醇中

毒和反复接触某些化学物质如四氯化碳引起中毒性肝炎，最后演变为肝硬化。我

们首先制备出不同肝硬化程度的大鼠四氯化碳肝硬化模型，然后测量了正常及不

同肝硬化程度情况下门静脉系统主要属支血管的直径、长度、血流量及压力等血

液动力学参数，并且测量了全血粘度、红细胞压积、红细胞变形性、血浆纤维蛋

白原、血红蛋白、红细胞电泳率等常见的血液流变学参数。此外我们还将正常及

不同程度肝硬化的鼠肝制成组织学切片，利用光学显微镜进行了肝脏的组织形态

学观察。 

利用所测得的全面的鼠肝门静脉系统血管的血液动力学数据，本文建立了以

流阻为基本元件且能同时模拟正常状态及不同肝硬化程度的大鼠肝门静脉系统

的整体生物力学模型，该模型可以求出其它无法直接测量的参数，并对门静脉高

压症的发生做出合理解释。 

根据血液流变学实验和组织形态学观察，我们首次发现：大鼠肝硬化所导致

的血液流变学指标异常，出现在形态学上呈现出典型的假小叶这一肝硬化病态特

征之前的 2~3 周，这个现象还未见国内外类似报道。 

 

§ 4.2 本部分主要创新点 

在这一部分中，作者的主要创新性贡献有： 

1． 肝硬化时，血液流变学指标异常出现在形态学病态发生前 2~3 周，这一

新发现对肝硬化临床诊断和治疗有指导意义； 

2． 本文测量了正常和肝硬化情况下较以往工作更为全面的血液动力学参
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数和血液流变学参数，并在此基础上首次提出肝门静脉系统整体力学模

型，能同时模拟正常状态和肝硬化状态，此理论模型为研究肝门静脉高

压症提供了一种新的途径。 

 

§ 4.3 进一步的工作 

由于实验条件以及作者的时间和学识的限制，本文的工作还不够完善，尚有

许多研究工作可做： 

1．在动物实验中通过病理学与血液流变学的监测可以为利用诸如乙酮可可

碱等药物治疗肝硬化提供依据； 

2．为了从根本上解释肝硬化的诸多变化，可以进行分子生物学方面的实验，

观察与肝有关的蛋白或因子（如内皮素、激活素）的具体变化； 

3．培养 10 周以上的大鼠肝硬化模型，观察肝硬化晚期甚至肝癌阶段的血液

动力学、血液流变学与病理学变化； 

4．将整体生物力学模型推广到人体门静脉系统，为正确地选择手术时机，

手术方式和判断手术预后提供更为有效的理论依据。 
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附     图 

 

 

图 3-3 正常对照组大鼠的肝             图 3-4 肝硬化 4 周大鼠的肝 

 

 

 
图 3-5  肝硬化 7 周大鼠的肝                     图 3-6 肝硬化 10 周大鼠的肝 
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图 3-7  正常肝组织 H-E 染色                 图 3-8 正常肝组织天狼猩红染色 

图 3-9  肝硬化 2 周组 H-E 染色               图 3-10.肝硬化 2 周组天狼猩红染色 

图 3-11 肝硬化 4 周组 H-E 染色              图 3-12  肝硬化 4 周组天狼猩红染色 
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图 3-13 肝硬化 6 周组 H-E 染色            图 3-14  肝硬化 6 周组天狼猩红染色 

 图 3-15  肝硬化 7 周组 H-E 染色          图 3-16  肝硬化 7 周组天狼猩红染色 

图 3-17  肝硬化 10 周组肝组织 H-E 染色     图 3-18 肝硬化 10 周组肝组织天狼猩红染色 
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附录 II 分数阶微积分在广义二阶流体中的应用 

 

第一节 绪论 

§ 1.1 引言 

Navier-Stokes 方程是流体力学中最基本的运动方程，但其精确解只有在少数

情况下才能获得，若再考虑流体的非牛顿特性——粘弹性，其精确解更是少之又

少。 

事实上，在高分子化工、食品、石油开采以及生物工程的诸多领域，常常涉

及粘弹性流体，如各类泥浆、高分子悬浮液、关节液等，需要研究粘弹性流体的

运动特性。但粘弹性流体不像牛顿流体，很难建立一个简单的本构关系模型来表

现粘弹性流体的全部特性，因而出现了多种粘弹性流体的本构关系模型，如

Maxwell 模型、二阶流体模型和 Oldroyd-B 流体模型等。这些模型是基于唯象理

论而导出的，它们各自对某一类材料基本能近似反映应力应变关系，但是都很难

在全频域内刻画粘弹性流体的基本特性[1-3]。 

近年来，作为分形几何和分数维的动力学基础，分数阶微积分的理论和应用

研究，日益倍受关注。在松弛、振荡、扩散与波的研究，以及在粘弹性本构关系

式的研究中均获得了许多重要成果。这种方法的出发点是用分数阶导数来替换本

构方程中应力应变对时间的整数阶导数，从而实现对应力应变关系的更真实的刻

画。 

附录 II 中采用这种思想，将分数阶微积分运算引入二阶流体的本构方程, 建

立了带分数阶导数的广义二阶流体模型，研究了粘弹性流体的几种典型非定常流

动。对于带有涡流运动的广义二阶流体，导出了对时间具有分数阶导数的运动方

程,即运动的控制方程是分数阶的偏微分方程，并利用分数阶导数的 Laplace 变

换和 Hankel 变换，得到了涡流速度场和温度场的解析解。而对于受热的广义二

阶流体 Rayleigh-Stokes 问题，同样导出了对时间具有分数阶导数的运动方程,然

后利用分数阶导数的 Laplace 变换和 Fourier 正弦变换，求出了流动的解析解。 

 

§ 1.2 相关研究进展 

最近，对粘弹性流体的研究引起了许多研究者的关注。Rajagopal 研究了二

阶流体在四种不同流动条件下的非定常流动[4]，Erdogan 考虑了三阶流体的平面

突然起动问题[5]。Rajagopal 与 Hayat 等人分别考察了 Oldroyd-B 流体的一些简单

流动[6,7]，黄军旗等人和徐明瑜等人也分别研究了粘弹性流体的不同问题 [8,9]。 

谭文长等人将分数阶微积分引入到二阶流体及Maxwell粘弹性流体的本构方
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程中，从而建立了广义二阶粘弹性流体的分数阶导数模型，并研究了不同流动条

件下的非定常流动[10-15]。 

另外，Palade 等人分别将分数阶微积分引入到不同粘弹性体的研究中，取得

了与实验一致的满意结果[16-19]。宋道云、江体乾等人将广义 Maxwell 粘弹性流体

的分数阶导数模型应用到对化工各种高分子材料的研究中，也取得了与实验一致

的满意结果[20]。 

 

§ 1.3 基本方程与本构关系 

 不可压缩二阶流体的本构方程可表示为[21]： 
2

121 AAAIT 21 ααμ +++−= p                                    (1-1) 
式中T为应力张量, -p 是压力, I 是单位向量, 1A  和 2A  可定义为 [22] ： 

  Tgradgrad )( VVA1 += ,                                        (1-2) 

   11
1 )()( AVVAAA2

Tgradgrad
t

++
∂
∂

=                              (1-3) 

这里V 是速度向量。  

1α  和 2α  是粘弹性系数，μ是粘性系数，满足[20]： 

,0≥μ  01 ≥α  和 021 =+αα                                (1-4) 

  对于广义二阶流体，方程.(1-1) 仍然适用， 2A  则定义为[8,9,11,15,23]： 

     1112 )()( AVVAAA T
t gradgradD ++= β                         (1-5) 

这里
β

tD 为 Riemann-Liouvill 分数阶导数算子，其定义为[24]： 

）（ 10)()(
)1(

1)]([ <<−
−Γ

= ∫
∞−

− βτττ
β

ββ
t

t dft
dt
dtfD        (1-6) 

其中 )(•Γ 表示 Gamma 函数，β 是分数阶扩散指数。 

在忽略体力的条件下,运动方程为: 

        Τ⋅∇=
tD

DVρ                                           (1-7) 

这里 ρ  是流体的密度， tDD  是物质导数， ∇是 Laplace 算子。 

    连续性方程为: 

   0=⋅∇ V                                             (1-8) 

根据上面一系列方程，广义二阶流体的本构关系可用下面带有分数阶导数的方

程表示[14]： 
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)]([)()( 1 tDtt t εαμετ β+=                              (1-9) 

式中τ 为切应力，ε 为切应变， μ 为粘性系数， 1α 为分数阶粘弹性系数， 在方

程(1-9)中，当β =1 时简化为经典的二阶流体： 

t
tEtt

∂
∂

+=
)()()( εμετ                                (1-10) 

其中 E 为粘弹性系数。当 1α =0 或β =0 时，即化为完全的粘性牛顿流体。 

 

第二节 广义二阶流体涡流速度的衰减和温度扩散 

本节利用(1-9)式的本构关系，研究了广义二阶流体涡流运动的速度场和温

度场的变化规律。通过对流动方程的空间变量做 Hankel 变换，对时间变量做分

数阶导数的 Laplace 变换，利用离散逆 Laplace 变换技巧和广义 Mittag-Leffler 函
数，对于β 为任意分数时得到了流动的精确解，分析了分数阶扩散指数β 对速度

场和温度场的影响。一些前人所得到的结果均可作为本文结果的特例而出现，如

Fetecau 等人有关二阶流体涡流运动的速度衰减和温度扩散解[25]，经典的粘性牛

顿流体的涡流解等。这对进一步研究粘弹性流体的力学特性提供了新的解析工

具。 

 

§ 2.1 数学模型 

2.1.1 速度场 

考虑广义二阶流体的涡流运动，在初始时刻涡量为 0Γ ，假定流体不可压缩，

流动轴对称。在柱坐标系( zr ,,θ )下，速度分量可以表示为： 

0),,(,0 === zr vtrvv ωθ  

广义二阶流体的本构方程为： 

  )]),(([]),([ 1 r
tr

r
rD

r
tr

r
r tr

ωαωμτ β
θ ∂

∂
+

∂
∂

=                        (2-1) 

动量守恒方程：        

       )(1),( 2
2 θτωρ rr

rrt
tr

∂
∂

=
∂

∂                                     (2-2) 

其中 ),( θτ r 为切应力分量， μρ， 分别为流体的密度和粘度。将(2-1)式代入(2-2)

式中，并整理得： 

),()1)((),(
2

2

tr
rrrr

D
t

tr
t ωανω β −

∂
∂

+
∂
∂

+=
∂

∂                             (2-3) 

式中  ρααρμν /,/ 1== 。初始条件： 

 )2/()0,( 0 rr πω Γ=                                               (2-4) 
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在无穷远处，假设自然边条件成立： 

0),(),,( →
∂

∂
r

trtr ωω      当 0, >∞→ tr                           (2-5) 

 

2.1.2 温度场 

进一步地，我们考虑广义二阶流体在作涡流运动过程中存在温度场。温度

场的初条件和无穷远条件可以假设为[14]： 
)2/()0,( 0 rr πθθ =                                           (2-6) 

        0),(),,( →
∂

∂
r

trtr θθ      当 0, >∞→ tr                       (2-7) 

根据 Fourier 定律，温度场的控制方程可写为如下形式[14,25]： 

c
trh

r
tr

r
tr

c
tr

rrrt
tr ),(]),(),([),()(),( 2

2

2

1 +−
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂ ωωνθβθ        (2-8) 

式中 c 为比热， )/(1 ck ρβ = ，k 为热传导率， ρ 为流体密度，均为常数。h(r,t)为

辐射热，本文中不考虑辐射传热，将 h(r,t)取为 0。从形式上看，(2-8)式与牛顿粘

性流体及经典二阶流体的能量方程是相同的，然而，由于式中涉及到的速度

),( trω 是广义二阶流体的速度，不同于牛顿粘性流体和经典二阶流体，故由(2-8)

式得出的温度场 ),( trθ 与其也会不同。 

 

§ 2.2 求解速度场 

    引入如下无量纲参数：
νν

ωνω
2

0*0*
2

0

* ,,
Γ

=
Γ

=
Γ

=
t

t
r

r ，利用(1-6)式和积分中值

定理可以证明[9,10,26]，算子
β

tD 具有分数阶时间量纲 βν −Γ ]/[ 2
0 。由于以上分数阶

算子的引入，使得经典 N-S 方程的量纲齐次化由整数阶扩展为分数阶，因此(2-1)
式中的 1α 和(1-10)式中的粘弹性系数 E 相差一个常数因子 1−c 而有 cE /=α ，c

是量纲为 12
0 ]/[ −Γ βν 的分数阶量纲“配平”系数[9,10,26]。由以上分析可得如下无量

纲分数阶方程和定解条件（为简单起见，以下省略右上角无量纲记号“*”）： 

),()1)(1(),(
2

2

tr
rrrr

D
t

tr
t ωηω β −

∂
∂

+
∂
∂

+=
∂

∂                       (2-9) 

 0),(),,( →
∂

∂
r

trtr ωω      当 0, >∞→ tr                     (2-10) 

rr πω 2/1)0,( =                                           (2-11) 
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其中 2

2
0

ν
αη
Γ

= ，考虑到方程(2-9)-(2-11)式的分数阶方程整数阶初条件的特点,

算子
β
tD 应当取为 Miller-Ross 型序贯分数阶导数 (Sequential Fractional 

Derivatives)[24]。为了对方程精确求解，引入如下 Hankel 变换[27]。 

正变换为： )},({),()(),(
0

1 trHdrtrrrJth ωωξξω == ∫
∞

               (2-12) 

逆变换为： ∫
∞

=
0

1 ),()(),( ξξωξξω dtrJtr h                          (2-13) 

这里 )(1 rJ ξ 为第一类一阶 Bessel 函数，满足： 

0)11()(1
12

21 =−+ J
rdr

dJr
dr
d

r
ξ                               (2-14) 

),(}{)(

)]())(([)()()(

)()(}1{

22

0

2
1

0
1

1

0
1

0
1

0
12

2

22

2

tHdrrrJ

drrJ
rdr

rdJr
dr
ddrrJ

rr
rdrJ

drrJ
rrr

r
rrrr

H

h ξωξωξωξξ

ξωξ
ωξωωξ

ξωωωωωω

−=−=×−=

−=−
∂
∂

=

−
∂
∂

+
∂
∂

=−
∂
∂

+
∂
∂

∫

∫∫∫

∫

∞

∞∞∞

∞

       (2-15) 

(2-15)式的推导过程中用到(2-10)和(2-14)式。 

对(2-9)，（2-11）式做 Hankel 正变换，并利用 (2-15)式，整理得： 

0)],()[1(
),( 2 =++ tD

dt
td

ht
h ξωξη
ξω β                          (2-16) 

   πξξω 2/1)0,( =h                                           (2-17) 

    设 dttetLs h
st

hh ∫
∞

−==
0

),()},({),( ξωξωξω 为 ),( th ξω 的象函数，s 为变换参量，

对(2-16)式应用分数阶导数的 Laplace 变换[24]，并结合(2-17)式，可求得： 

22
12 1)1(

2
1),(

ξηξ
ηξ

πξ
ξω β

β

++
⋅+= −

ss
ssh                      (2-18) 

为了求得 ),( sh ξω 的逆Laplace变换，这里采用离散逆Laplace变换技巧[24]，将(2-18)

式右端展为 Taylor 级数，则有： 

∑∑

∑
∞

=
+−

−−
+

∞

=
+−

−−
+

∞

=
+−

−−
+−

+
⋅−+

+
⋅−=

+
⋅−⋅+=

0
121

1
)1(2

0
121

)1(2
3

0
121

)1(2
2

12

)(
)1(

2)(
)1(

2
1

)(
)1(1)1(

2
1),(

k
k

k
kk

k
k

k
kk

k
k

k
kk

h

s
s

s
s

s
sss

ηξ
ξ

πξ
η

ηξ
ξ

πξ

ηξ
ξ

ξ
ηξ

πξ
ξω

β

β

β

ββ

β

ββ
β

 (2-19) 
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对上式逐项求逆 Laplace 变换，可得： 

∑
∞

=

−
−+−

−−
+− −+−

−
=

0

12)(
)1(2,1

112)(
1,1

2 )]()([
!
)1(

2
1),(

k

k
k

k
k

kk
k

h tEttEt
k

t β
ββ

ββ
ββ ηξηηξξ

πξ
ξω   (2-20) 

其中 ∑
∞

= +Γ
=

0
, )(

)(
k

k

k
zzE

βαβα 是广义 Mittag-Leffler 函数[24]，在获得（2-20）式的过

程中利用了广义 MIittag-Leffler 函数的 Laplace 逆变换的一个重要性质： 

   ))(Re()(}
)(

!{ /1)(
,

1
1

1 λλ
μλ

μλ
λ

μλ

csctEt
cs

snL nn
n >±= −+
+

−
−

m
              (2-21)               

    对(2-20)式做 Hankel 逆变换，利用逆变换表达式(2-13)可得速度场的精确解： 

∫ ∑
∞ ∞

=

−
−+−

−−
+− −+−

−
=

0 0

12)(
)1(2,1

1212)(
1,1

2
1 )]()([

!
)1()(

2
1),(

k

k
k

k
k

kk
k

dtEttEt
k

rJtr ξηξηξηξξξ
π

ω β
ββ

ββ
ββ

 (2-22) 

特别的，当η =0 时，(2-18)式化为： 

)(2
1),( 2ξπξ

ξω
+

=
s

sh                                         (2-23) 

对(2-23)式的 s 和ξ分别做 Laplace 逆变换和 Hankel 逆变换后，很容易得到： 

)]
4

exp(1[
2
1),(

2

t
r

r
tr −−=

π
ω                                      (2-24) 

将(2-24)转化为有量纲的形式便可得到经典的牛顿粘性流体的 Reiner-Rivlin 流动

解[ 25]. 
如令β =1，(2-18)式化为： 

22

21
2

1),(
ξηξ

ηξ
πξ

ξω β ++
+

⋅=
ss

sh                                  (2-25) 

对(2-25)式的 s 和ξ分别做 Laplace 逆变换和 Hankel 逆变换后，可以得到： 

∫
∞

+
−=

0
2

2

1 )
1

exp()(
2
1),( ξ

ηξ
ξξ

π
ω dtrJtr                            (2-26) 

将(2-26)转化为有量纲的形式，就可以得到 Fetecau 等人有关二阶流体涡流运动的

速度解[25]。 

 

§ 2.3 求解温度场 

    引入无量纲参数：
νν

ωνω
θ
θνθ

2
0*0*

2
0

*

00

* ,,,
Γ

=
Γ

=
Γ

=
Γ

=
t

t
r

r ，则(2-6)~(2-8)式

可化为（以下为简便记，省略右上角“*”）： 

2
12

2

2 ]),(),([),()(),(
r

tr
r

trtr
rrrt

tr ωωηθβθ
−

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂                  (2-27) 
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0),(),,( →
∂

∂
r

trtr θθ      当 0, >∞→ tr                            (2-28) 

)2/(1)0,( rr πθ =                                                 (2-29) 

其中    
0

3
0

1
1

2 ,
νθ

η
ν
β

β
c
Γ

== 。 

    令  2
1 ]),(),([),(

r
tr

r
trtrf ωωη −

∂
∂

=                                (2-30) 

(2-27)式可化为：         

   ),(),()(),(
2

2

2 trftr
rrrt

tr
+

∂
∂

+
∂
∂

=
∂

∂ θβθ
                          (2-31) 

为了解析求解，对(2-29)，(2-31)式的空间变量 r 作 Hankel 变换[27]，根据方

程(2-31)的形式拟采用的 Hankel 变换为： 

正变换为： drtrrrJth ∫
∞

=
0

0 ),()(),( θξξθ                                 (2-32) 

逆变换为： ∫
∞

=
0

0 ),()(),( ξξθξξθ dtrJtr h                                (2-33) 

这里 )(0 rJ ξ 为第一类零阶 Bessel 函数. 

对(2-31)式做如上 Hankel 正变换，利用无穷远条件(2-28)式，经整理得： 

),(),(
),( 2

2 tft
dt

td
hh

h ξξθξβ
ξθ

=+                                   (2-34) 

其中 ),( tf h ξ 为 f(r,t)的 Hankel 变换，将(2-22)式代入到(2-30)中，得到： 

 
drdxtxEtx

txEtx
k

xrxJrrJtf

k
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k
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kk
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h

212)(
)1(2,1
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0 0 0
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ηη
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η
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∞ ∞ ∞

=

−
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−+

−
−

×= ∫ ∫ ∑
     (2-35) 

上式的推导过程中用到 Bessel 函数的递推公式[27]： 

)()( 211 xrxrJJxrxrJ −=′  

初条件(2-29)式作 Hankel 正变换可得： 
πξξθ 2/1)0,( =h                                              (2-36) 

由(2-34)、(2-36)式容易得到：    

]),(
2

1[),(
0

2
2

2
2 ττξ

πξ
ξθ τξβξβ defet

t

h
t

h ∫+= −
                      (2-37) 

利用(2-34)对上式作 Hankel 逆变换，可得： 
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∫ ∫∫
∞
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0
0 ]),([)()(

2
1),(

2
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2
2 ξττξξξξξ

π
θ τξβξβ ddefrJdrJetr

t
t

h
t    (2-38) 

将(2-35)式代入上式中，便可得温度场分布： 

∫ ∫ ∫∫
∞ ∞
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− +=
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(2-39) 

其中： 

∫ ∑
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§ 2.4 结果分析与讨论 
  

 

 图 2-1 不同 β 值的ω随距离 r 的分布曲线      图 2-2 不同时间的ω随距离 r 的分布曲线 

 

 

图 2-3 不同 β 值的温度随距离 r的分布曲线    图 2-4 不同时间的温度随距离 r的分布曲线 
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图 2-5 不同 β 值的ω随时间 t 的分布曲线     图 2-6 不同 β 值的温度随时间 t 的分布曲线 

 

公式（2-22）和（2-39）分别给出了广义二阶流体涡流运动的速度场和温度

场的解析解，利用数学软件Matlab数值模拟了在不同时刻下分数阶指数扩散β 对

速度场和温度场空间分布的影响。 

图 2-1 和图 2-2 给出了选定参数下涡流速度 ),( trω 随空间变量 r 的扩散规律。

从分布曲线中可看出，起初，随着 r 的增加，由于初始时刻存在涡量 0Γ ， ),( trω

先从 0逐渐增加，由于流体中粘性的存在，涡旋的影响随着 r 的增加逐渐减小，

因此 ),( trω 在增加到某一值后开始减小，直至无穷远处衰减为 0，曲线总的变化

趋势与文献[25]中的经典二阶流体是一致的。从图 2-1 中还可以看出，β 越大，

曲线的变化越剧烈，即速度的最大值越大，达到速度最大值所对应的距离 r 越小，

随后速度衰减越快。可见，β 越大，流体的弹性效应越强，越接近于经典二阶流

体，当β =1 时，完全化为经典二阶流体；反之， β 越小，流体的粘性效应则越

强，当β =0 时，完全化为粘性牛顿流体。图 2-2 主要体现了时间 t 对涡流速度分

布曲线的影响，从图中可以看出，随着时间的推移，同一位置的涡流速度逐渐减

小，这是由于流体中存在粘性的作用。 
图 2-3、图 2-4 是不同参数下，温度场 ),( trθ 随空间变量 r 的增加而衰减的

变化曲线。图 2-3 给出了分数阶扩散指数β 对温度场衰减的影响，从图中可以看

出，β 越大，温度随 r 的增加而衰减的速度越快，流体的弹性效应越明显，反之，

β 越小，温度衰减的速度越慢，流体的粘性效应则越强。图 2-4 是不同时刻温度

场随 r 的衰减曲线，从图中可以看出，随着时间的延续，温度场衰减越来越缓慢，

这是由于流体中存在的粘性效应和涡流的性质。 

图 2-5 和图 2-6 分别给出了在空间距离 r=0.1 的位置，涡流速度 ),( trω 和温
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度场 ),( trθ 随时间 t 的衰减曲线，结合前面四幅图我们不难发现，当时间 t 和空

间坐标 r 增大到一定值后，无论是速度场还是温度场都开始衰减，直至衰减为零,

这说明流体的粘弹性不利于速度和温度的传播。 

  本节运用分数阶微积分运算,将经典的粘性牛顿流体和二阶流体推广到带分

数阶导数的广义二阶流体,求解了广义二阶流体涡流速度的衰减和温度扩散，所

得的结果更具有广泛性,这对进一步研究粘弹性流体的力学性质提供了新的途

径。 

 

第三节 受热的广义二阶流体的 Rayleigh-Stokes 问题 

§ 3.1 研究背景 

带有热平面的 Stokes 第一问题和带有热边界的 Rayleigh-Stokes 问题因为在

实际中的重要性而倍受关注[28,29]。对于牛顿流体，Stokes[30]利用相似率求出了精

确解，然而对于二阶流体，严格的相似解法并不存在[31]。此外，二阶流体的运动

方程要比 N-S 方程高一阶，因此，传统的粘附边界条件显然是不够的。Rajagopal

首先发现了此问题并给出了一些精确解[4,32-36]。近来，Fetecau 又将这些结果扩展

到受热的二阶流体中[37]。 

本节主要研究了考虑内摩擦的情况下，受热的广义二阶流体的流动。为了描

述广义二阶流体的速度场和温度场，我们依然引入了分数阶微积分，利用(1-9)

式的本构关系，解出了带有热平面的广义二阶流体的 Stokes 第一问题和带有热

边界的广义二阶流体的 Rayleigh-Stokes 问题的速度场和温度场。通过对流动方程

的空间变量做 Fourier 正弦变换，对时间变量做分数阶导数的 Laplace 变换，利用

离散逆 Laplace 变换技巧和广义 Mittag-Leffler 函数，对于β 为任意分数时得到了

流动的精确解。一些前人所得到的结果均可作为本文结果的特例而出现，比如

Fetecau 等人[37]有关加热的二阶流体运动的解，粘性牛顿流体的 Stokes 第一问题

的经典解等。 

 

§ 3.2 带有热平面的广义二阶流体 Stokes 第一问题 

3.2.1 速度场 

我们考虑在(y,z)方向无限大平面上面的广义二阶粘弹性流体的流动[15]。流体

开始处于静止状态，假定在 += 0t 时刻，平面突然以速度 U 沿 y 方向启动，速度

场可表示为： 
jV ),( txu=                                            (3-1) 

这里 u 是沿 y 坐标方向的速度， j  是 y 方向的单位向量。 

    将.(3-1)式带入(1-9)中， 可将应力分量表示为： 
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    2

2

1
),(),(

x
txuD

x
txuTT tyxxy ∂

∂
+

∂
∂

== βαμ                         (3-2) 

其它应力分量均为零. 将(3-1) ，(3-2) 式代到 (1-7)式中, 可得： 

    2

2 ),()(),(
x

txuD
t

txu
t ∂

∂
+=

∂
∂ βαν                              (3-3) 

其中 ρααρμν /,/ 1==  

     相应的初条件和边条件为： 

u(x,0)=0     x>0                                       (3-4) 

u(0,t)=U     0≥t                                       (3-5) 

 同时满足自然边条件： 

0),(),,( →
∂

∂
x

txutxu   当 x→0                             (3-6) 

引入无量纲参数： 2

22
*** ,,,

ν
αη

νν
UtUtxUx

U
uu ==== , 这里 U 和 2/Uν 分

别代表特征速度和时间，算子
β

tD 具有分数阶时间量纲 βν −]/[ 2U [15]。由以上分析

可得如下无量纲分数阶方程和定解条件（为简单起见，以下省略右上角无量纲记

号“*”）： 

2

2 ),()1(),(
x

txuD
t

txu
t ∂

∂
+=

∂
∂ βη                             (3-7) 

u(x,0)=0     x>0                                     (3-8) 

u(0,t)=1     0≥t                                     (3-9) 

0),(),,( →
∂

∂
x

txutxu   当 x→0                          (3-10) 

为了对方程精确求解，我们引入 Fourier 正弦变换[38]：  

正变换为： )},({)sin(),(2),(
0

txuFdxxtxutU s== ∫
∞

ξ
π

ξ                   (3-11) 

逆变换为： )},({)sin(),(2),( 1

0

tUFdxtUtxu s ξξξξ
π

−
∞

== ∫                 (3-12) 

对（3-7）和（3-8）式使用 Fourier 正弦变换(3-11)式，并利用(3-9)、(3-10)式，可

以得到 

ξ
π

ξηξξ β 2),()1(),( 2 ++−= tUD
dt

tdU
t                  (3-13) 

0)0,( =ξU                                         (3-14) 

这里用到 Fourier 正弦变换的重要性质[38]： 
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     )0(2)}({)}({ 2 fxfFxfF ss ξ
π

ξ +−=′′                           (3-15) 

设 dttUetULsU st∫
∞

−==
0

),()},({),( ξξξ  是 ),( tU ξ 的象函数, s 是变换参数，

利用序贯分数阶导数[24]的 Laplace 变换，可得： 

 
)(

2),( 22 ξηξ
ξ

π
ξ β ++

=
sss

sU                          (3-16) 

为了求得 ),( sU ξ 的逆 Laplace 变换，这里仍然采用离散逆 Laplace 变换技巧，将

(3-16)式右端展为 Taylor 级数如下： 

∑
∞

=
+−

−−−
+

+
−=

++
×⋅=

0
121

1
)1(2

22 )(
)1(12112),(

k
k

k
kk

s
s

sss
sU

ηξ
ξ

ξπξηξ
ξ

π
ξ β

ββ

β   (3-17) 

对(3-17)式逐项求逆 Laplace 变换，可得： 

∑
∞

=

−
+−

++ −
−

=
0

12)(
2,1

1)1(2 )(
!
)1(12),(

k

k
k

kk
k

tEt
k

tU β
ββ ηξξ

ξπ
ξ              (3-18) 

其中 ∑
∞

= +Γ
=

0
, )(

)(
k

k

k
zzE

βαβα 是广义 Mittag-Leffler 函数[24]，在获得（3-18）式的

过程中利用了广义 MIittag-Leffler 函数的 Laplace 逆变换的一个重要公式（见第

二节(2-21)式）。 

    对（3-18）式做 Fourier 正弦逆变换，利用逆变换表达式(3-12)，可得速度场

的精确解： 

   ∫ ∑
∞ ∞

=

−
+−

++ −
−

=
0 0

12)(
2,1

1)1(2 )(
!
)1()sin(2),( ξηξξ

ξ
ξ

π
β

ββ dtEt
k

xtxu
k

k
k

kk
k

      (3-19) 

   特别的，当β =1 时，方程(3-17) 可简化为 

    
)(

2),( 22 ξηξ
ξ

π
ξ

++
=

sss
sU                            (3-20) 

对(3-20)式的 s 和ξ分别做 Laplace 逆变换和 Fourier 正弦逆变换后，很容易得到 

[37]：  

∫
∞

+
−−=

0
2

2

)
1

exp()sin(21),( ξ
ηξ
ξ

ξ
ξ

π
dtxtxu                     (3-21) 

将(3-21)转化为有量纲的形式，就可以得到 Fetecau 等人有关二阶流体的速度解
[37]。 

若令 β =0 且 1α =0 , 则变成了经典牛顿流体的 Stokes 第一问题，方程(3-19)

可简化为： 
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∫

∫
∞

∞

−−=

−−=

0

2

0

2

)sin()exp(121

)sin()exp(1(12),(

ξξξ
π

ξξξ
π

dxt
s

dxt
s

txu
                       (3-22) 

(3-22)式亦可写为如下形式[ 37]： 

     )
2

(1),(
t

yerftyu −=                                    (3-23) 

其中 )( yerf 是 Gauss 误差函数，这就是经典牛顿流体著名的 Stokes 第一问题。 

 

3.2.2 温度场 

根据 Fourier 定律，温度场的控制方程可写为如下形式[37] ： 

t
tx

c
txr

x
txu

cx
tx

c
k

∂
∂

=+
∂

∂
+

∂
∂ ),(),(]),([),( 2

2

2 θ
ρ

νθ
ρ

                   (3-24) 

这里 ),( txθθ = 是温度场，u(x,t) 是由(3-19)式给出的速度场，c 为比热，k 为热

传导率， ρ 为流体密度，均为常数。r(x,t) 为辐射热，本文中不考虑辐射传热，

将 r(x,t))取为 0。从形式上看，(3-24)式与牛顿粘性流体及经典二阶流体的能量方

程是相同的，然而，由于式中涉及到的速度 u(x,t)是广义二阶流体的速度，不同

于牛顿粘性流体和经典二阶流体，故由(3-24)式得出的温度场 ),( txθ 与其也会不

同。 

相应的初条件和边条件：  
0)0,( =xθ            x>0                              (3-25) 

0),0( Tt =θ           0≥t                              (3-26) 

自然边条件： 

0),(),,( →
∂

∂
x

txtx θθ ,  当 x→0                             (3-27) 

引入无量纲参数：
k

c
cT
UtUtxUx

U
uv

T
μη

νν
θθ ====== Pr,,,,,

2

1

2
***

0

* ，则

(3-24) ~ (3-27)式可化为（以下为简便记，省略右上角“*”）： 

t
tx

x
txv

x
tx

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂ ),(]),([),(

Pr
1 2

12

2 θηθ                          (3-28) 

0)0,( =xθ              x>0                              (3-29) 

1),0( =tθ              0≥t                              (3-30) 

0),(),,( →
∂

∂
x

txtx θθ   当 x→0                             (3-31) 
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令 2
1 ]),([),(

x
txutxg

∂
∂

=η ,  (3-28)式可写为：     

t
txtxg

x
tx

∂
∂

=+
∂

∂ ),(),(),(
Pr
1

2

2 θθ                              (3-32) 

     对（3-29）和（3-32）式运用 Fourier 正弦变换，并利用（3-15）及（3-30）、

（3-31）式，可得到： 

),(
Pr
12),(

Pr
1),( 2 tgt

dt
td

ss
s ξξ

π
ξθξ

ξθ
+=+                    (3-33) 

0,0)0,( >= ξξθ s                                      (3-34) 

其中 ),( ts ξθ 和 ),( tgs ξ  分别是 ),( txθ 和 g(x,t)的 Fourier 正弦变换。 由(3-33)，

(3-34) 式可解出： 

      ∫ +⋅= −
t

s
t

s deget
0

Pr/Pr/ 22

)],(
Pr
12[),( ττξξ

π
ξθ τξξ                (3-35) 

对（3-35）式应用 Fourier 正弦逆变换，便可得到温度场分布： 

∫ ∫
∞

− +⋅=
0 0

Pr/Pr/ 22

)],(
Pr
12[)sin(2),( ξττξξ

π
ξ

π
θ τξξ ddegextx

t

s
t              (3-36) 

 

§ 3.3 带有热边界的广义二阶流体的 Rayleigh-Stokes 问题 

3.3.1 速度场 
我们考虑具有直角矩形无限大边界( 0,,0 ≥∞<<−∞≥ zyx )广义二阶粘弹性

流体[15]。流体开始处于静止状态，假定在 += 0t 时刻，边界突然以速度 U 沿 y 方

向启动，速度场可表示为： 
jV ),,( tzxu=                                            (3-37) 

同 3.2.1 类似，动量方程可简化为：  

),,())((),,(
2

2

2

2

tzxu
zx

D
t

tzxu
t ∂

∂
+

∂
∂

+=
∂

∂ βαν                        (3-38) 

其中 ρααρμν /,/ 1==  

初条件及边条件： 
          0,0,0)0,,( >>= zxzxu                             (3-39) 

  0,),0,(),,0( ≥== tUtxutzu                         (3-40) 

自然边条件： 

 0),,(,),,(),,,( →
∂

∂
∂

∂
z

tzxu
x

tzxutzxu   当 022 →+ zx                 (3-41) 

无量纲参数选取如下： 2

22
**** ,,,,

ν
αη

ννν
UtUtzUzxUx

U
uu ===== ，则由
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方程（3-38）~（3-41）式可得如下无量纲分数阶方程和定解条件（为简单起见，

以下省略右上角无量纲记号“*”）： 

),,())(1(),,(
2

2

2

2

tzxu
zx

D
t

tzxu
t ∂

∂
+

∂
∂

+=
∂

∂ βη                           (3-42) 

u(x,z,0)=0     x>0                                            (3-43) 

u(0,z,t)=u(x,0,t)=1     0≥t                                     (3-44) 

0),,(,),,(),,,( →
∂

∂
∂

∂
z

tzxu
x

tzxutzxu   当 022 →+ zx                  (3-45) 

为了对方程精确求解，我们引入二维 Fourier 正弦变换[38]： 

正变换： )},,({)sin()sin(),,(2),,(
0 0

tzxuFdxdzzxtzxutU s== ∫ ∫
∞ ∞

ςξ
π

ςξ         (3-46) 

逆变换： )},,({)sin()sin(),,(2),,( 1

0 0

tUFddzxtUtzxu s ςξςξςξςξ
π

−
∞ ∞

== ∫ ∫       (3-47) 

对（3-42）、(3-43)式的 x , z 变量作 Fourier 正弦变换，并利用（3-44）、（3-45）

式，可将原方程组可化为： 

ξς
ςξ

π
ςξςξηςξ β )(2),,())(1(),,( 22

22 +
+++−= tUD

dt
tdU

t         (3-48) 

U(0)=0                                                 (3-49) 

这里用到二维 Fourier 正弦变换的重要性质[38]： 

ξς
ςξ

π
ςξ )(2)(}{

22
22

2

2

2

2 +
++−=

∂
∂

+
∂
∂ U

z
u

x
uFs                       (3-51) 

     设 dttUetULsU st∫
∞

−==
0

),,()},,({),,( ςξςξςξ  是 ),,( tU ςξ 的象函数, s 是变

换参数，利用序贯分数阶导数[24]的 Laplace 变换，可得： 

)]()([
)(2),,( 2222

22

ςξςξηπξς
ςξςξ β ++++

+
=

sss
sU                       (3-52) 

为了求得 ),,( sU ςξ 的 Laplace 逆变换，这里采用离散逆 Laplace 变换技巧，将(3-52)

式右端展为 Taylor 级数，则有： 

∑
∞

=
+−

−−−
+

++
+−=

++++
×⋅

+
=

0
1221

1
122

2222

22

)]([
)()1(2

)()(
11)(2),,(

k
k

k
kk

s
s

sss
sU

ςξη
ςξ

πξς

ςξςξηπξς
ςξςξ

β

ββ

β

               (3-53) 

对上式逐项求 Laplace 逆变换，可得： 

∑
∞

=

−
+−

++ +−+
−

=
0

122)(
2,1

1122 ])([)(
!
)1(2),,(

k

k
k

kk
k

tEt
k

tU β
ββ ςξηςξ

πξς
ςξ         (3-54) 
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对（3-54）式做 Fourier 正弦逆变换，利用逆变换表达式(3-47)，可得速度场的精

确解： 

∫ ∫ ∑
∞ ∞ ∞

=

−
+−

++ +−+
−

=
0 0 0

122)(
2,1

1122
2 ])([)(

!
)1()sin()sin(4),,( ςξςξηςξ

ξς
ςξ

π
β

ββ ddtEt
k

zxtzxu
k

k
k

kk
k

(3-55)               
     特别的，如令β =1，(3-52) 式可简化为： 

)]()([
)(2),,( 2222

22

ςξςξηπξς
ςξςξ

++++
+

=
sss

sU                         (3-56) 

对（3-56）式中的 s 和 ςξ , 分别做 Laplace 逆变换和 Fourier 正弦逆变换，可得： 

∫ ∫
∞ ∞

++
+

−×−=
0 0

22

22

2 )
)(1

exp()sin()sin(41),,( ξς
ςξη

ςξ
ς
ς

ξ
ξ

π
ddtzxtzxu        (3-57) 

将(3-57)转化为有量纲的形式，就可以得到 Fetecau 等人有关二阶流体的速度解
[37]。 

 

3.3.2 温度场 

    能量方程可写为[37]： 

t
tzx

c
tzxr

z
tzxu

x
tzxu

cz
tzx

x
tzx

c
k

∂
∂

=+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂ ),,(),,(}]),,([]),,({[]),,(),,([ 22

2

2

2

2 θ
ρ

νθθ
ρ

              

(3-58) 
这里 ),,( tzxθθ = 是温度场，u(x,z,t) 是由(3-55)式给出的速度场, r(x,z,t) 为辐射

热，在以下的计算中略去。 

初条件和边条件：  
0)0,,( =zxθ                   x>0                    (3-59) 

 0),0,(),,0( Ttxtz == θθ          0≥t                    (3-60) 

自然边条件： 

0),,(,),,(),,,( →
∂

∂
∂

∂
z

tzx
x

tzxtzx θθθ    当  022 →+ zx         (3-61) 

    选取无量纲参数如下： 

k
c

cT
UtUtzUzxUx

U
uv

T
μη

ννν
θθ ======= Pr,,,,,,

2

1

2
****

0

*  

略去“*”，方程可化为： 

t
tzx

z
tzxu

x
tzxu

z
tzx

x
tzx

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂ ),,(}]),,([]),,({[]),,(),,([

Pr
1 22

12

2

2

2 θηθθ   (3-62) 

0,0,0)0,,( >>= zxzxθ                                      (3-63) 

0,1),0,(),,0( ≥== ttxtz θθ                                   (3-64) 
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0),,(,),,(),,,( →
∂

∂
∂

∂
z

tzx
x

tzxtzx θθθ   当  022 →+ zx                  (3-65) 

令 }]),,([]),,({[),,( 22
1 z

tzxu
x

tzxutzxg
∂

∂
+

∂
∂

=η ，（3-62）式可化为： 

t
tzxtzxg

z
tzx

x
tzx

∂
∂

=+
∂

∂
+

∂
∂ ),,(),,(]),,(),,([

Pr
1

2

2

2

2 θθθ              (3-66) 

对（3-63）、（3-66）作 Fourier 正弦变换，设 )},,({),,( tzxFt ss θςξθ = ，并利用（3-51）

式及（3-64）、（3-65）式，可得： 

),,(
Pr
2),,()(

Pr
1),,( 22

22 tgt
dt

td
ss

s ςξ
ξς
ςξ

π
ςξθςξ

ςξθ
+

+
=++         (3-67) 

0)0( =sθ                                                    (3-68) 

其中  ∫ ∫
∞ ∞

=
0 0

)sin()sin(),,(2),,( dxdzzxtzxgtgs ςξ
π

ςξ                      (3-69) 

从(3-67)、(3-68)可解得： 

∫ ++− +
+

⋅=
t

s
t

s deget
0

Pr/)(
22

Pr/)( 2222

)],,(
Pr
2[),,( ττςξ

ξς
ςξ

π
ςξθ τςξςξ        (3-70) 

对上式作 Fourier 正弦逆变换，可求得温度场： 

∫ ∫ ∫
∞ ∞

++− +
+

⋅=
0 0 0

Pr/)(
22

Pr/)( 2222

)],,(
Pr
2[)sin()sin(2),,( ςξττςξ

ξς
ςξ

π
ςξ

π
θ τςξςξ dddegezxtzx

t

s
t

                                                                (3-71) 

 

§ 3.4 结论 

本节将分数阶微积分运算引入到广义二阶流体的本构关系中，并研究了受热

平面及受热边界影响下的广义二阶流体的运动情况和温度扩散。通过运用分数阶

导数的 Fourier 正弦变换和离散 Laplace 变换理论求得了速度场和温度场的精确

解。比起传统的研究粘弹性流体的那些模型，分数阶本构关系模型更具广泛性。 

 

第四节 总  结 

  

近年来，作为分形几何和分数维的动力学基础，分数阶微积分在研究粘弹性

体方面获得了成功，日益倍受关注。附录 II 运用分数阶微积分运算,将经典的粘

性牛顿流体和二阶流体推广到带分数阶导数的广义二阶流体，建立了带分数阶导

数的广义二阶流体模型，分别研究了广义二阶流体涡流速度的衰减和温度扩散以

及带有热边界的广义二阶流体 Rayleigh-Stokes 问题。 

对于带有涡流运动的广义二阶流体，导出了对时间具有分数阶导数的运动方
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程，即运动的控制方程是分数阶的偏微分方程，并利用分数阶导数的 Laplace 变

换和 Hankel 变换，得到了涡流速度场和温度场的精确解。 

同时研究了受热平面影响下的广义二阶流体的 Stokes 第一问题及受热边界

影响下的广义二阶流体 Rayleigh-Stokes 问题的运动情况和温度扩散。同样导出了

对时间具有分数阶导数的运动方程，然后通过运用分数阶导数的 Fourier 正弦变

换和离散 Laplace 变换理论求得了速度场和温度场的精确解。 

所得的新结果因涵盖了整数阶和分数阶两种情况，所以更具有广泛性,这为

进一步研究粘弹性流体的力学性质提供了一种新的途径。 
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